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El Problema de Palais

¢ Existe un espacio de Banach (X, ||-||) no isomorfo a
un espacio de Hilbert tal que:

(a) X contiene un (subespacio isomorfo a un)
espacio de Hilbert H

(b) X/H es (isomorfo a) un espacio de Hilbert H'?
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El Problema de Palais

¢ Existe un espacio de Banach (X, ||-||) no isomorfo a
un espacio de Hilbert tal que:

(a) X contiene un (subespacio isomorfo a un)
espacio de Hilbert H

(b) X/H es (isomorfo a) un espacio de Hilbert H'?

0— ¥l —X—4,—0
En este caso, X se denomina una suma torcida de espacios de Hilbert.

[@ Enflo, P., Lindenstrauss, J., y Pisier, G., On the “three-space
problem”, Math. Scand. 36 (1975), 199-210.



Sumas torcidas de espacios de Banach

Z es suma torcida de X e Y si existe
0—X-7z-%y_o,

siendo j la inclusién y g la correspondiente aplicacion cociente.

Dar una respuesta afirmativa al Problema de Palais equivale a construir
una suma torcida (no trivial) de espacios de Hilbert.
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siendo j la inclusién y g la correspondiente aplicacion cociente.
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iComo construir sumas torcidas de espacios de
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Aplicaciones quasi-lineales

F: Y — X es quasi-lineal si:
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(b) existe M € RT tal que
IF (1 +y2) = Fly1) = FOR)Il < M(llyall + llyzl)-




Sumas torcidas de espacios Banach
Aplicaciones quasi-lineales

F: Y — X es quasi-lineal si:
(a) F(ty)=tF(y)paratodoteRey e Y;
(b) existe M € RT tal que
IF (1 +y2) = Fly1) = FOR)Il < M(llyall + llyzl)-

Teorema de Kalton: Aplicaciones quasi-lineales & sumas torcidas

(a) Si F: Y — X es una aplicacién quasi-lineal, Z = X &¢ Y es una
suma torcida de X e Y.

(b) Si Z es una suma torcida de X e Y, existe una aplicacién
quasi-lineal F: Y — X tal que Z es equivalente a X ®f Y.




Sumas torcidas de espacios Banach
Aplicaciones quasi-lineales

F: Y — X es quasi-lineal si:
(a) F(ty)=tF(y)paratodoteRey e Y;

(b) existe M € R tal que
IF (1 +y2) = Fly1) = FOR)Il < M(llyall + llyzl)-

—
XorY ={(x,y) e XxY:[x—=F(y)lx+lyly <o}

<—
0O—X—7Z2—Y—0

Fi=j10 ),

siendo 0 : Y — Z seccién acotada y homogénea y
@ : Y — Z seccién lineal.
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Sumas torcidas de espacios Banach
Aplicaciones quasi-lineales

F: Y — X es quasi-lineal si:
(a) F(ty)=tF(y)paratodoteRey e Y;

(b) existe M € R tal que
IF (1 +y2) = Fly1) = FOR)Il < M(llyall + llyzl)-

Una quasi-lineal F : Y — X es trivial si F =L+ B con L
aplicacién lineal y B acotada '

Una aplicacién quasi-lineal F es trivial si y sélo si
XBrY ={(x,y) e XX Y:|[[x=F)lx+llylly <oc}=XaY I




Sumas torcidas de espacios Banach
Aplicaciones quasi-lineales

F: Y — X es quasi-lineal si:
(a) F(ty)=tF(y)paratodoteRey e Y;
(b) existe M € R tal que
IF (1 +y2) = Fly1) = FOR)Il < M(llyall + llyzl)-

i Cémo construir aplicaciones quasi-lineales?



El espacio de Banach Z,

Kalton-Peck, 1981

En ciertos espacios de sucesiones X con base
incondicional (mdas alguna hipdtesis no muy restrictiva) se
tiene que

KPy((xn)n) = (Xn (— log |||f:||| ))n

es quasi-lineal, donde ¢ : R — R es lipschitz
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es trivial si y sélo si ¢ es acotada

\
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El espacio de Banach Z,

Z; es la suma torcida de ¢ definida por p(t) = ¢t ]

Complecion de R* x R respecto de la quasi-norma dada por
G )= [1x = KP(y)ll2 + llyll2

— (Z ( — Ynlog ”|y'|7|| ) ); +lyll2,  (x,y) € R® x R*.
n=1




El espacio de Banach Z,

Z; es la suma torcida de ¢ definida por p(t) =t [

Complecion de R* x R respecto de la quasi-norma dada por
G )= [1x = KP(y)ll2 + llyll2

0o oy 1
— (X (o smor L)) Iyl () € R xR,
n=1 Y2

El espacio de Banach Z> es una suma torcida no trivial de espacios de
Hilbert llamada espacio de Kalton-Peck.

La aplicacién quasi-lineal definida como

Zyn log (H|y’|7| )en, para cada y € R™,

se denomina apllcaC|on de Kalton-Peck.
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La sucesion exacta asociada a Z»

00—Vl — 20—V —0

q: Zo — {p es estrictamente singular

Jj: €, — 2> es estrictamente cosingular
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La sucesion exacta asociada a Z»

00—Vl — 20—V —0

q: Zo — {p es estrictamente singular

Jj: €, — 2> es estrictamente cosingular

El espacio B(Z2, Z2)

Todo operador T: Z; —» Z5 es o bien estrictamente singular o bien un
isomorfismo sobre una copia complementada del propio Zs.

Z> no tiene subespacios complementados isomorfos a £

Z> no tiene subespacios complementados de dimensién infinita con base
incondicional

v,




Operadores en Z,

La sucesion exacta asociada a Z»

00—Vl — 20—V —0

q: Zo — {p es estrictamente singular

Jj: €, — 2> es estrictamente cosingular

El espacio B(Z2, Z2)

Todo operador T: Z; —» Z5 es o bien estrictamente singular o bien un
isomorfismo sobre una copia complementada del propio Zs.

El espacio B(Z», X)

Dado cualquier espacio de Banach X, todo operador T: Z, —> X es o
bien estrictamente singular o bien un isomorfismo sobre una copia
complementada de 2,




Z> e interpolacion compleja

Teorema de Riesz-Thorin

Sean 1 < pg < p1 < ooy T un operador tal que
(1) T :{¢p, — £y, es acotado con norma Mo;
(2) T :lp — Ly, es acotado con norma M;.
Entonces T : £, — ¢, es acotado para

1 1-9

0
— 4+ —, con0<6<L1
P P P

y norma
M < MEOMY.




Z> e interpolacion compleja

Teorema de Riesz-Thorin

Sean 1 < pg < p1 < ooy T un operador tal que
(1) T :{¢p, — £y, es acotado con norma Mo;
(2) T :lp — Ly, es acotado con norma M;.
Entonces T : £, — ¢, es acotado para

1 1-90

0
— 4+ —, con0<0<1
p po  p1

y norma
M < MEOMY.

En general, T : Ly (U,dp) — Lgo(V,dv)y
T:Lp(U,dp) — Lgy(V, dv) con po # p1y qo # @1




Abstraccion del Teorema de Riesz-Thorin

Uy Clp Clg Cls, sil<p<qg<oo.
Dados dos espacios de Banach X e Y/, construir espacios
intermediarios Z:
XNYcZcX+Y.
SiT:X—=XyT:Y — Y son acotados, entonces
T : Z — Z es acotado.

Un par de espacios de Banach (Xp, Xi) se dice compatible si
ambos se pueden embeber en un mismo espacio vectorial
topoldgico Hausdorff W

i Como construir tales espacios interpolados?



Interpolacion compleja

Espacio de Calderén

Dado un par compatible (Xp, X1), se define el espacio de Calderén
H = H(Xo, X1) como el espacio formado por las funciones
f:S—X:=Xp+ Xi tales que:

Ixlle = _inf _llxollxo + lIxellx,

V.

S={zeC:0< Re(z) <1}
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(1) fes| -|z-acotaday || - ||x-continua en Sy | - ||z-analitica en
Se;
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Interpolacion compleja

Espacio de Calderén

Dado un par compatible (Xp, X1), se define el espacio de Calderén
H = H(Xo, X1) como el espacio formado por las funciones
f:S—X:= X+ Xi tales que:

(1) fes| -|z-acotaday || - ||x-continua en Sy | - ||z-analitica en
Se;

(2) f(it) € Xp para todo t € R y la aplicacién t € R — f(it) € Xo
es acotada y continua;

(3) f(1+it) € Xy para todo t € Ry la aplicacién
t € R— f(1+ it) € Xi es acotada y continua.

Il = sup {1 + )], con j = 0,1} J
teR




Interpolacion compleja

Operadores naturales

Para cada 0 < 6 < 1 tenemos un operador dy : H — X dado
por la evaluacién:

fet do(f)=f(0) e X
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Espacios interpolados |
Para cada 0 < 8 <1 se define
(X0, X1)g = Xp = {x € X: x = f(0), para algin f € H}
dotado de la norma
x|, = inf{{|f[l5: £(0) = x}




Interpolacion compleja

Operadores naturales

Para cada 0 < 6 < 1 tenemos un operador dy : H — X dado
por la evaluacién:

et do(f)=f(0) €X

| A

Espacios interpolados |
Para cada 0 < 8 <1 se define
(X0, X1)g = Xp = {x € X: x = f(0), para algin f € H}
dotado de la norma
x|, = inf{{|f[l5: £(0) = x}

| A\

Espacios interpolados Il

Xg = 59(7‘[) = H/ker(ég)




Interpolacion compleja

Operadores naturales

Espacios interpolados |

Espacios interpolados Il

—
—
—

Espacios interpolados Il

(1) XoNX1 CXgy CXg, CXo+ X1, si0<0;<60,<1

(2) T:Xg— Xpsiempreque T : Xog = Xoy T: X1 = X;




Interpolacion compleja

Operadores naturales

Espacios interpolados |

Espacios interpolados Il

Espacios interpolados Il

Riesz-Thorin-Calderén

Dado el par compatible (¢1,¢5) y 6 € [0, 1] se tiene que
1
(01,000)g = €p, con - =1-6




Z> como espacio derivado

Operadores derivada

Puesto que H (1, ¢~ ) un espacio de funciones analiticas,
podemos hablar de derivadas. Asi estd definido el operador
0y 1 H(1,ls) = ¥ = L dado por

feH(li,le)— f(0) e X =1y
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Operadores derivada

Puesto que H (1, ¢~ ) un espacio de funciones analiticas,
podemos hablar de derivadas. Asi estd definido el operador
0y 1 H(1,ls) = ¥ = L dado por

feH(li,le)— f(0) e X =1y

o1/
0 — ker(él/g) — 'H(fl, oo) fg — 0




Z> como espacio derivado

Operadores derivada

Puesto que H (1, ¢~ ) un espacio de funciones analiticas,
podemos hablar de derivadas. Asi estd definido el operador
0y 1 H(1,ls) = ¥ = L dado por

feH(li,le)— f(0) e X =1y

0 — ker(d1/2) — H(l1,4o0) — 2 — O

|
1/2

oo




Z> como espacio derivado

Operadores derivada

Puesto que H (1, ¢~ ) un espacio de funciones analiticas,
podemos hablar de derivadas. Asi estd definido el operador
0y 1 H(1,ls) = ¥ = L dado por

feH(li,le)— f(0) e X =1y

Bi/2
v N
0 — ker(51/2) — H(él,éoo) — ly — 0

e
1/2

oo

By /> seccién de 0y, acotada y homogénea J




Z> como espacio derivado

Operadores derivada

Puesto que H (1, ¢~ ) un espacio de funciones analiticas,
podemos hablar de derivadas. Asi estd definido el operador
0y 1 H(1,ls) = ¥ = L dado por

feH(li,le)— f(0) e X =1y

Bi/2
v N
0 — ker(51/2) — H(él,éoo) — ly — 0

e /
oo Q12




Z> como espacio derivado

La aplicacién diferencial

La aplicacién €2, » = 51/281/2 : lo — l~ se denomina aplicacién
diferencial de la escala en 1/2

Teorema de correspondencia

La diferencial £2; 5 es quasi-lineal y el espacio
da,, = {(x,y) €loo X lo: x = Qy oy € lr}
es isomorfo a una suma torcida de espacios de Hilbert.
Tal espacio se denomina espacio derivado (en 1/2).

166 )1 = b = Quovle, + lIvlles |




Z> como espacio derivado

La aplicacién diferencial en /5

91/2 = 53/281/2 : 62 = Eoo




Z> como espacio derivado

La aplicacién diferencial en /5

Ql/Z = (53/281/2 : 42 _>€oo

Seccién acotada y homogénea

La aplicacién By, : £ — H(l1, /) dada por
X € Ly Bypp(x) = f,

|Xk‘ 2z Xk
fX - <—) x|
(Z) Ek ”X”€2 ‘Xk|ek

[Ixlle,

donde

es seccién acotada y homogeénea de 4y /»




Z> como espacio derivado

La aplicacién diferencial en /5

!/

|Xk| 2z Xk
Qyjp = 5’1/251/2 =f)(1/2) = (Z <—||X||€z> ||X||ezmek
k l1/2

Seccién acotada y homogénea




Z> como espacio derivado

La aplicacién diferencial en /5
b ’
Xk Xk
Q2= 51/281/2 = f£(1/2) = (Z <||X|| ) ||X||szek)
k 2

l1/2
Ixk| 22 |X«| Xk
— (2 ( ) |o( )qug Xy
( 2 [1x]le, [1xle ? x| s

k

Seccién acotada y homogénea

22) = 3 (L) s e

-~ \Jlxdle




Z> como espacio derivado

La aplicacién diferencial en /5
b ’
Xk Xk
Qujp = 019B1y2 = £(1/2) = Z ( ) [1x[le, T €x
= \Tixle %),
1/2
— 22( ‘Xk| )22 IOg( |Xk| ) HXHE Xk ex
—~ \Ixle, [1x]le, el )
z=1/2

|
=2 ;xk log (H;:‘TL) ex = 2 KP(x)

Seccidn acotada y homogénea

) = 3 (kL) il e
k

[Ix1le,




Z> como espacio derivado

Ejemplo: la escala de los ¢, y 2>

En la escala de los espacios £, se tiene que
Ql/2 =2KP
y por tanto
da,, = {(x,¥) € loo X la: x — 2KP(y) € b2} = Z,




Z> como espacio derivado

Ejemplo: la escala de los ¢, y 2>

En la escala de los espacios £, se tiene que
Ql/2 =2KP
y por tanto
da,, = {(x,¥) € loo X la: x — 2KP(y) € b2} = Z,

Conclusién: Norma explicita en Z»

16y la = inf{llFllaeer, e s x = F(1/2), y = £(1/2)}

es una norma en 2




Teorema del Conmutador

Un operador 7 : ¢, — £ se dice que actia en la escala de los
espacios p si 7({1) C /1.




Teorema del Conmutador

Un operador 7 : ¢, — £ se dice que actia en la escala de los
espacios p si 7({1) C /1.

Teorema del Conmutador

Si 7: 4y — s actia en la escala entonces el operador

=5 7)

dado por T(x,y) = (7x,7y) es acotado en Z




Teorema del Conmutador

Teorema del Conmutador

Si 7: 4y — s actiia en la escala entonces el operador

(o 9)

dado por T(x,y) = (7x,7y) es acotado en Z,

TGO = [lrx — KP(ry)ll2 + 7y 2 J




Teorema del Conmutador

Teorema del Conmutador

Si 7: 4y — s actiia en la escala entonces el operador

(o 9)

dado por T(x,y) = (7x,7y) es acotado en Z,

IO < llmx — 7KP(y)ll2 + [[7KP(y) — KP(y)ll2 + HTszJ




Teorema del Conmutador

Teorema del Conmutador

Si 7: 4y — s actiia en la escala entonces el operador

(o 9)

dado por T(x,y) = (7x,7y) es acotado en Z,

ITKP(y) — KP(7y)ll2 < Cllyll2 |

Es suficiente que el operador 7 se acotado solamente en los
espacios £, y £« con p < 2




Ejemplos de operadores en 2,

Ejemplos diagonales

(1) El shift unilateral Sy y su adjunto S_ acttian en la escala:

(5 5) v (6 3)

son acotados en /5




Ejemplos de operadores en 2,

Ejemplos diagonales

(1) El shift unilateral Sy y su adjunto S_ acttian en la escala:

S O S O
o s.) ¥V \o s
son acotados en /5
(2) El operador de Cesaro C dado por
1 n
C((xn)nen) = (— Xk)neN

n
k=1

es acotado en ¢, si p > 1. Luego

(6 ¢)

es acotado en Z»




Ejemplos de operadores en 2,

Construccién triangulares

Si 7 es un operador que actlie en la escalay T : o — {5 es
cualquier operador, entonces

(6 7)

es acotado en 2,




Ejemplos de operadores en 2,

Construccién triangulares

Si 7 es un operador que actlie en la escalay T : o — {5 es
cualquier operador, entonces

(6 7)

es acotado en 2,

Ejemplos triangulares

S, S. c -1 o c*
o s.)0 \o c) \o o




Ejemplos de operadores en 2,

Construccién triangulares

Si 7 es un operador que actlie en la escalay T : o — {5 es
cualquier operador, entonces

(6 7)

es acotado en 2,

Triangulares invertibles

Si T : 5 — ¢> es cualquier operador, entonces

(0 7)

es un isomorfismo en Z»




Conmutante del operador

Problema

Estudiar el conmutante de

c O

el operador de Cesaro inducido en 2>




Conmutante del operador

Problema

Estudiar el conmutante de

c O

el operador de Cesaro inducido en 2>

Conm(G) ={T : 2~ 2: TG =GT} |




Conmutante del operador

Problema

Estudiar el conmutante de

c O
C2:<O C)a

el operador de Cesaro inducido en 2>

Conm(C) en ¢3: Shields-Wallen-Halmos, 1971

(1) Conm(C) se puede identificar con H*°(ID), el algebra de
funciones analiticas acotadas en el disco unidad;

(2) Conm(C) coincide con la clausura en WOT de
a(C) ={aol +uC+---+anC": neN, o € C},
el dlgebra generada por C y la identidad.




Conmutante del operador

gQi)@

0 |

H——— H
Ms

Ms(f)(z) =zf(z), paracadazeD
Conm(M;s) = H*(D)

ﬁ Shields, A.L., Wallen L.J. y Halmos, P.R., The Commutants of
Certain Hilbert Space Operators, Indiana Univ. Math. J. 20 (1971),
T77-788.



Conmutante del operador

Resultados parciales

(1) Si T : by — £2 € Conm(C), entonces

o T
(O O)ZZQ—)ZQ

conmuta con G.




Conmutante del operador

Resultados parciales

(1) Si T : by — £2 € Conm(C), entonces

o T
(O O)ZZQ—)ZQ

conmuta con G.
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Conmutante del operador

Resultados parciales

(1) Si T : by — £2 € Conm(C), entonces

o T
(O O)ZZQ—)ZQ

conmuta con G.

Si T,L € Conm(C) y L actiia en la escala de los espacios ¢,

L T
(O L):Z2—>Zz

conmuta con G




Conmutante del operador

Resultados parciales

(2) a(&) € Conm((G,): el operador

(6 o)

con T € Conm(C) no es limite en (B(Z2), WOT) de ninguna

donde P,(C) son polinomios en el operador de Cesaro




Problemas

El limite en WOT de una sucesién de operadores en ¢ que
acttian en la escala de los ¢, también actia en (un entorno de)
la escala
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la escala

Consecuencia

Todo operador T € Conm(C) = a(C) induce un operador

((g ?) € Conm(()

de modo que Conm(C) se embebe linealmente en Conm(C;)




Problemas

El limite en WOT de una sucesién de operadores en ¢ que
acttian en la escala de los ¢, también actia en (un entorno de)
la escala

Consecuencia

Todo operador T € Conm(C) = a(C) induce un operador

((g ?) € Conm(()

de modo que Conm(C) se embebe linealmente en Conm(C;)

i Es cierto siquiera para convergencia en (53(/2),SOT) o

(B(L2), [| - 11)?




Problemas

El limite en WOT de una sucesién de operadores en ¢ que
acttian en la escala de los ¢, también actia en (un entorno de)
la escala

Todo operador en Conm((,) es de la forma

L T
((’) L)EConm(Cg),

donde T,L € Conm(C) y L actia en la escala de los ¢,




