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Introduccidn

@ Sea M C R” una variedad diferenciable de dimensién finita,
podemos calcular el espacio vectorial tangente a M en cada
uno de sus puntos.
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Introduccidn

@ Sea M C R” una variedad diferenciable de dimensién finita,
podemos calcular el espacio vectorial tangente a M en cada
uno de sus puntos.

@ Si a cada punto de R” le hacemos corresponder un espacio
vectorial de dimensién k, jpodemos encontrar una variedad M
cuyos espacios tangentes en cada punto sean precisamente los
anteriores?
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Introduccidn

@ Sea M C R” una variedad diferenciable de dimensién finita,
podemos calcular el espacio vectorial tangente a M en cada
uno de sus puntos.

@ Si a cada punto de R” le hacemos corresponder un espacio
vectorial de dimensién k, jpodemos encontrar una variedad M
cuyos espacios tangentes en cada punto sean precisamente los
anteriores?

o Comenzaremos integrando un campo vectorial en R?, y
daremos los pasos necesarios para la generalizacion a
dimensiones superiores.
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Integracién de un campo vectorial en o Bt Al e
Curvas integrales en forma explicita, implicita o paramétrica

Teorema de rectificacién de campos
Problema geométrico y problema algebraico.

Curvas integrales en forma explicita

Sea X = (Q, P) : U C R? — R? un campo vectorial, y v C U
curva diferenciable. Sea un punto p = (x0, ) € U.

° pevyX(q) € T(v,q), para cada
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Curvas integrales en forma explicita

Sea X = (Q, P) : U C R? — R? un campo vectorial, y v C U
curva diferenciable. Sea un punto p = (x0, ) € U.

° pevyX(q) € T(v,q), para cada
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Curvas integrales en forma explicita

Sea X = (Q, P) : U C R? — R? un campo vectorial, y v C U
curva diferenciable. Sea un punto p = (x0, ) € U.
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Curvas integrales en forma explicita

Sea X = (Q, P) : U C R? — R? un campo vectorial, y v C U
curva diferenciable. Sea un punto p = (x0, ) € U.

e pevyyX(q) € T(v,q), para cada
g€ UpNr. A ety
° ¥'(x) = e, y(x0) = yo si il saasananss s
Q(x0,y0) # 0. (1) e i A,
e X(y) = Q(j:’j//), x(y0) = xo si ’ { <<<:3>>> }
P(x0,y0) # 0. (2) iy i g
@ Las graficas de las soluciones de 4 B et
(1) o (2) son, localmente, curvas bR ea sl
integrales del campo X y viceversa.
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Curvas integrales en forma explicita
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Curvas integrales en forma implicita e integrales primeras

Sea X = (@, P) : U C R? — R? un campo vectorial C"(U), r > 1,
ynonuloen U.y p=(x0,y0) € U.

@ H: U — R es integral primera de X si H,Q + H,P = 0.
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Curvas integrales en forma implicita e integrales primeras

Sea X = (@, P) : U C R? — R? un campo vectorial C"(U), r > 1,
ynonuloen U.y p=(x0,y0) € U.

@ H: U — R es integral primera de X si H,Q + H,P = 0.

@ Si H € C™1(U) es integral primera de X, con Hy(p) # 0 o
Hy(p) # 0, H(x,y) — H(x0, o) = 0 define implicitamente la
solucién de (1) o (2).
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Curvas integrales en forma implicita e integrales primeras

Sea X = (@, P) : U C R? — R? un campo vectorial C"(U), r > 1,
ynonuloen U.y p=(x0,y0) € U.

@ H: U — R es integral primera de X si H,Q + H,P = 0.

o Si H € C"1(U) es integral primera de X, con Hy(p) # 0 o
Hy(p) # 0, H(x,y) — H(x0, o) = 0 define implicitamente la
solucién de (1) o (2).

e Si y = y(x) o x = x(y) son soluciones de (1) o (2) definidas
en /, entonces H(x,y) =y — y(x), (x,y) € xR o
H(x,y) = x — x(y), (x,¥) € R x | son integrales primeras de
X.
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Curvas integrales en forma implicita e integrales primeras

Sea X = (@, P) : U C R? — R? un campo vectorial C"(U), r > 1,
ynonuloen U.y p=(x0,y0) € U.

@ H: U — R es integral primera de X si H,Q + H,P = 0.

o Si H € C"1(U) es integral primera de X, con Hy(p) # 0 o
Hy(p) # 0, H(x,y) — H(x0, o) = 0 define implicitamente la
solucién de (1) o (2).

e Si y = y(x) o x = x(y) son soluciones de (1) o (2) definidas
en /, entonces H(x,y) =y — y(x), (x,y) € xR o

H(x,y) = x — x(y), (x,¥) € R x | son integrales primeras de
X.

@ Las integrales primeras de X son constantes sobre sus curvas
integrales.
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Curvas integrales en forma implicita

H(x,y) — H(x0, y0) = 0, donde H(x,y) = x? + 4y°.
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Curvas integrales en forma paramétrica

Sea X = (@, P) : U C R? — R? un campo vectorial de clase C" y
no nulo en U. Sean los puntos p = (xp, y0) € U.

Sistema caracteristico asociado

dalt(t) = Q(c%(t),0%(1)),
do=(t)

— = P(al(t),o%(t)),
o(0) = (x0,%0)
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Curvas integrales en forma paramétrica

Sea X = (@, P) : U C R? — R? un campo vectorial de clase C" y
no nulo en U. Sean los puntos p = (xp, y0) € U.

Sistema caracteristico asociado

dalt(t) = Q(c%(t),0%(1)),
do=(t)

— = P(al(t),o%(t)),
o(0) = (x0,%0)

La pareja (/,,0p) es una representacién paramétrica local de la
curva integral del campo X que pasa por p, donde /, es el entorno
de 0 maximal en el que se define la solucién o, del sistema anterior.
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Teorema de rectific

Problema geométrico y problema algebraico.

Curvas integrales en forma paramétrica
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Integracidén de un campo vectorial en R°

Curvas integrales en forma explicita, implicita o paramétrica
Teorema de rectificacién de campos
Problema geométrico y problema algebraico.

Flujo del campo X

Sea X = (Q, P) : U C R? — R? un campo vectorial de clase C", no
nulo en U.

Flujo

Para cada p € U, consideramos (/,,0,) como antes. Definimos el
abierto U = {(t,p) e R x U: t € I,} CR3y la aplicacién flujo de
X:

v: U — U
(t,p) —> op(2).
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Teorema de rectificacién de campos
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Flujo del campo X

Sea X = (Q, P) : U C R? — R? un campo vectorial de clase C", no
nulo en U.

Flujo

Para cada p € U, consideramos (/,,0,) como antes. Definimos el
abierto U = {(t,p) e R x U: t € I,} CR3y la aplicacién flujo de
X:

v: U — U
(t,p) —> op(2).

La aplicacién anterior verifica, entre otras propiedades, que es
diferenciable respecto de p y respecto de t.
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Integracidén de un campo vectorial en R° . I . _
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Teorema de rectificacién de campos
Problema geométrico y problema algebraico.

Teorema de rectificacion de campos.

Sea X: UCR2 — R?declase C", con r > 1, no nulo en U.
Dado p € U, existen U, C U un entorno de p y un difeomorfismo
F:U,— W= F(Uy,) CR? declase C", tales que

DF(Y,_T/)(X(Y7Y)) = (1’0)7 para (?’Y) € UP'
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Teorema de rectificacion de campos.

Sea X: UCR2 — R?declase C", con r > 1, no nulo en U.
Dado p € U, existen U, C U un entorno de p y un difeomorfismo
F:U,— W= F(Uy,) CR? declase C", tales que

DF(Z?)(X(KY)) = (1’0)7 para (?’y) € UP'

La demostracién del resultado se basa en utilizar las propiedades
del flujo del campo X asi como el Teorema de la Funcién Inversa.
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Teorema de rectificacion de campos.

Sea X: UCR2 — R?declase C", con r > 1, no nulo en U.
Dado p € U, existen U, C U un entorno de p y un difeomorfismo
F:U,— W= F(Uy,) CR? declase C", tales que

DF(Z?)(X(KY)) = (1’0)7 para (?’y) € UP'

La demostracién del resultado se basa en utilizar las propiedades
del flujo del campo X asi como el Teorema de la Funcién Inversa.

Las curvas integrales del campo (1,0) son las rectas o dadas por
y = C, con C € R constante. Por tanto, v = F~1(W N a) son
curvas integrales del campo X en las variables originales.
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Teorema de rectificacién de campos
Problema geométrico y problema algebraico.

El anulador de X

Sea X: UCR2 —R2declase C", con r > 1, no nulo en U. J
@ Las ecuaciones y'(x) = P%f();)) y X'(y) = ggj;’; se escriben con

frecuencia en libros clasicos como P(x,y)dx — Q(x,y)dy = 0.
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El anulador de X

Sea X: UCR2 —R2declase C", con r > 1, no nulo en U. J
@ Las ecuaciones y'(x) = P%f();)) y X'(y) = ggj;’; se escriben con

frecuencia en libros clasicos como P(x,y)dx — Q(x,y)dy = 0.

o La 1-forma wx = Pdx — Qdy # 0 verifica
wx(X) = X(wx) = PQ — QP = 0.
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El anulador de X

Sea X: UCR2 —R2declase C", con r > 1, no nulo en U. J
@ Las ecuaciones y'(x) = P%f();)) y X'(y) = ggj;’; se escriben con

frecuencia en libros clasicos como P(x,y)dx — Q(x,y)dy = 0.
o La 1-forma wx = Pdx — Qdy # 0 verifica

wx (X) = X(wx) = PQ — QP = 0.
o Ann{X} = {w € QL(V) : w(X) = 0} estd generado por wx.
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El anulador de X

Sea X: UCR2 —R2declase C", con r > 1, no nulo en U. J
@ Las ecuaciones y'(x) = P%f();)) y X'(y) = ggj;’; se escriben con

frecuencia en libros clasicos como P(x,y)dx — Q(x,y)dy = 0.
o La 1-forma wx = Pdx — Qdy # 0 verifica

wx (X) = X(wx) = PQ — QP = 0.
o Ann{X} = {w € QL(V) : w(X) = 0} estd generado por wx.

Problema algebraico

Encontrar una curva diferenciable v que pase por p € U tal que
¢*w = 0 para cada w € Ann {X} y cada parametrizacién de

(Ja, b[, ¢) verificando ¢(to) = p.
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Curvas integrales y el problema algebraico.

Sea X: U CR?2 — R2?declase C", con r > 1, no nulo en U. J

@ Si ~y es solucién del problema algebraico, entonces es la curva
integral del campo X que pasa por p.
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Curvas integrales y el problema algebraico.

Sea X: U CR?2 — R2?declase C", con r > 1, no nulo en U. J

@ Si ~y es solucién del problema algebraico, entonces es la curva
integral del campo X que pasa por p.

@ Si «y es la curva integral del campo X que pasa por p,
entonces es solucién del problema algebraico.
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La ecuacidn de Pfaff en 2 variables.

Sea X: UCR2 —R2declase C", con r > 1, no nulo en U. J

@ La ecuacién de Pfaff en dos variables es la expresion wx = 0.
Tiene asociadas las ecuaciones diferenciales P — Qy’ = 0,
Px — Q =0.
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La ecuacidn de Pfaff en 2 variables.

Sea X: UCR2 —R2declase C", con r > 1, no nulo en U. J

@ La ecuacién de Pfaff en dos variables es la expresion wx = 0.
Tiene asociadas las ecuaciones diferenciales P — Qy’ = 0,
Px' — Q = 0.

@ Si H: U — R es un representacién implicita local de una

curva integral de X, entonces H es integral primera y
dH(X) = 0. Asi, existe A € C"(U) tal que dH = X - wx.
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La ecuacidn de Pfaff en 2 variables.

Sea X: UCR2 —R2declase C", con r > 1, no nulo en U. J

@ La ecuacién de Pfaff en dos variables es la expresion wx = 0.
Tiene asociadas las ecuaciones diferenciales P — Qy’ = 0,
Px' — Q = 0.

@ Si H: U — R es un representacién implicita local de una
curva integral de X, entonces H es integral primera y
dH(X) = 0. Asi, existe A € C"(U) tal que dH = X - wx.

@ Si H es una primitiva de una 1-forma exacta y no nula
w € Ann {X}, es integral primera y define implicitamente una
curva integral de X.
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La ecuacidn de Pfaff en 2 variables.

Sea X: UCR2 —R2declase C", con r > 1, no nulo en U. J

@ La ecuacién de Pfaff en dos variables es la expresion wx = 0.
Tiene asociadas las ecuaciones diferenciales P — Qy’ = 0,
Px' — Q = 0.

@ Si H: U — R es un representacién implicita local de una
curva integral de X, entonces H es integral primera y
dH(X) = 0. Asi, existe A € C"(U) tal que dH = X - wx.

@ Si H es una primitiva de una 1-forma exacta y no nula
w € Ann {X}, es integral primera y define implicitamente una
curva integral de X.

@ Sus soluciones son las curvas integrales del campo X.
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Integracion de un campo vectorial en R".

Sea un campo vectorial X = (P1,...,P,) : U CR" — R" de clase
C", con r>1ynonuloen U.Seap=(p1,...,pn) €U,
supongamos que Pi(p) # 0. Sea v C U curva diferenciable de
clase C"*1.

° p€", T(v,q)=(X(q)) para g € yN Up.
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Integracion de un campo vectorial en R".

Sea un campo vectorial X = (P1,...,P,) : U CR" — R" de clase
C", con r>1ynonuloen U.Seap=(p1,...,pn) €U,
supongamos que Pi(p) # 0. Sea v C U curva diferenciable de
clase C"*1.

® p€~, T(7,9)=(X(q)) para g € v N Up.
@ Ann {X} generado por n — 1 formas no nulas,
wj = PiJrldX]_ - P1dX,'+1, I = ].7 cooglll = 1.
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Integracion de un campo vectorial en R".

Sea un campo vectorial X = (P1,...,P,) : U CR" — R" de clase
C", con r>1ynonuloen U.Seap=(p1,...,pn) €U,
supongamos que Pi(p) # 0. Sea v C U curva diferenciable de
clase C"*1.

® p€~, T(7,9)=(X(q)) para g € v N Up.
@ Ann {X} generado por n — 1 formas no nulas,

Wi = PiJrldX]_ — P1dX,'+1, i = ].7 600l = 1.
@ ¢*w =0 para cada (]a, b[, ¢) con p € ¢(]a, b[) y
w € Ann {X}.
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Integracién de un campo vectorial en R”

Integracion de un campo vectorial en R".

Sea un campo vectorial X = (P1,...,P,) : U CR" — R" de clase
C", con r>1ynonuloen U.Seap=(p1,...,pn) €U,
supongamos que Pi(p) # 0. Sea v C U curva diferenciable de
clase C"*1.

® p€~, T(7,9)=(X(q)) para g € v N Up.
@ Ann {X} generado por n — 1 formas no nulas,

Wi = PiJrldX]_ — P1dX,'+1, i = ].7 600l = 1.
@ ¢*w =0 para cada (]a, b[, ¢) con p € ¢(]a, b[) y
w € Ann {X}.

o f: U — R es integral primera de X si ,,P1 +---+ £,P, = 0.

n
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Integracién de un campo vectorial en R”

Integracion de un campo vectorial en R”

Sea un campo vectorial X = (Py,...,P,): U C R" — R” de clase
C",conr>1ynonuloen U.Seap=(p1,...,pn) €U,
Supongamos que P;(p) # 0.
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Integracién de un campo vectorial en R”

Integracion de un campo vectorial en R”

Sea un campo vectorial X = (Py,...,P,): U C R" — R” de clase
C",conr>1ynonuloen U.Seap=(p1,...,pn) €U,
Supongamos que P;(p) # 0.

Son equivalentes:
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Integracién de un campo vectorial en R”

Integracion de un campo vectorial en R”

Sea un campo vectorial X = (Py,...,P,): U C R" — R” de clase
C",conr>1ynonuloen U.Seap=(p1,...,pn) €U,
Supongamos que P;(p) # 0.

Son equivalentes:

@ Hallar la curva integral del campo X que pasa por p como la
y' o= h(x,y), donde
}/(pl) = (P2,---,Pn),

y:(Xz,...,xn),h: (%77%>

grafica de la solucién de
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Integracién de un campo vectorial en R”

Integracion de un campo vectorial en R”

Sea un campo vectorial X = (Py,...,P,): U C R" — R” de clase
C",conr>1ynonuloen U.Seap=(p1,...,pn) €U,
Supongamos que P;(p) # 0.

Son equivalentes:

@ Hallar la curva integral del campo X que pasa por p como la
r_
y — h(Xl,}/), Aol

}/(pl) = (p27 © ')pn)a
y=(x2,...,%n), h = (%,...,%).

@ Hallar la curva integral del campo X que pasa por p en forma
implicita mediante H(x) — H(p) = 0, donde
H=(Hy,...,Hp1): U—R"1y H; son n— 1 integrales
primeras funcionalmente independientes de clase C"*1.

grafica de la solucién de
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Integracién de un campo vectorial en R”

Integracion de un campo vectorial en R”

Sea un campo vectorial X = (Py,...,P,): U C R" — R” de clase
C",conr>1ynonuloen U.Seap=(p1,...,pn) €U,
Supongamos que P;(p) # 0.

Son equivalentes:

@ Hallar la curva integral del campo X que pasa por p en forma
paramétrica a partir de la solucién maximal de clase C"*! del

/ _
sistema caracteristico { o'(t) = X(a(t)),
a(0) = p
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Integracién de un campo vectorial en R”

Integracion de un campo vectorial en R”

Sea un campo vectorial X = (Py,...,P,): U C R" — R” de clase
C",conr>1ynonuloen U.Seap=(p1,...,pn) €U,
Supongamos que P;(p) # 0.

Son equivalentes:

@ Hallar la curva integral del campo X que pasa por p en forma
paramétrica a partir de la solucién maximal de clase C"*! del

o'(t) = X(a(t)),

sistema caracteristico {
a(0) = p

e Hallar la curva integral del campo X que pasa por p como la
curva solucién del problema algebraico asociado.
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Integracién de un campo vectorial en R”

Sistema de Pfaff asociado

Sea un campo vectorial X = (Py,...,P,): U C R" — R” de clase
C", con r > 1y no nulo en U. Supongamos que P;(p) # 0.

@ w; = Piy1dxg — Pidx;y1. El sistema de Pfaff consiste en las
ecuaciones w; =0, parai=1,...,n— 1.
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Integracién de un campo vectorial en R”

Sistema de Pfaff asociado

Sea un campo vectorial X = (Py,...,P,): U C R" — R” de clase
C", con r > 1y no nulo en U. Supongamos que P;(p) # 0.

@ w; = Piy1dxg — Pidx;y1. El sistema de Pfaff consiste en las
ecuaciones w; =0, parai=1,...,n— 1.

e SiH=(Hi,....,Hp—1): U— R"~1 es una representacién
implicita local (RIL) de una curva integral del campo X, es
dH; € Ann {X}.
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Integracién de un campo vectorial en R”

Sistema de Pfaff asociado

Sea un campo vectorial X = (Py,...,P,): U C R" — R” de clase
C", con r > 1y no nulo en U. Supongamos que P;(p) # 0.

@ w; = Piy1dxg — Pidx;y1. El sistema de Pfaff consiste en las

ecuaciones w; =0, parai=1,...,n— 1.

© SiH=(Hi,...,Hy, 1) : U— R"! es una representacién
implicita local (RIL) de una curva integral del campo X, es
dH; € Ann {X}.

@ Si H; : U — R son primitivas de n — 1 formas exactas e
independientes en Ann{X}, H = (H1,...,Hp—1) es una RIL
de una curva integral de X.
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Integracién de un campo vectorial en R”

Sistema de Pfaff asociado

Sea un campo vectorial X = (Py,...,P,): U C R" — R” de clase
C", con r > 1y no nulo en U. Supongamos que P;(p) # 0.

@ w; = Piy1dxg — Pidx;y1. El sistema de Pfaff consiste en las

ecuaciones w; =0, parai=1,...,n— 1.

© SiH=(Hi,...,Hy, 1) : U— R"! es una representacién
implicita local (RIL) de una curva integral del campo X, es
dH; € Ann {X}.

@ Si H; : U — R son primitivas de n — 1 formas exactas e
independientes en Ann{X}, H = (H1,...,Hp—1) es una RIL
de una curva integral de X.

@ Las soluciones del sistema de Pfaff son las curvas integrales de
X.
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erizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
) 3 = N
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

Superficies integrales

Sean X,Y :UCR3 5 R3declaseC", conr>1, pe U.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
- 3 . Y
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

Superficies integrales

Sean X,Y : UCR3 5 R3declaseC", conr>1, pe U. Si
dim(X(p), Y(p)) = 2, decimos que X, Y forman campo de planos.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos

- 3 . Y
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

Superficies integrales

Sean X,Y : UCR3 5 R3declaseC", conr>1, pe U. Si
dim(X(p), Y(p)) = 2, decimos que X, Y forman campo de planos.

e pes, . _
T(S,q) = (X(a), Y(a)) |
para g € SN Up. |
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
- 3 . Y
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

Superficies integrales

Sean X,Y : UCR3 5 R3declaseC", conr>1, pe U. Si
dim(X(p), Y(p)) = 2, decimos que X, Y forman campo de planos.

°pes, - i
nsa) = odah Vi) ooy,
para q € 5 N UO. ‘ ; i .;; 1\1\1\(\:S:§%' ‘

A \.\A’ ) \g‘; |

o Z =X xY verifica '
(Z(q)) = N(S,q) =
T(S,q9)" = (X(q), Y(q))*.

.“{{ hd \‘,f
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . e . .
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

iSiempre existe superficie integral?

El campo de planos X(x,y,z) = (x,y,z), Y(x,y,z) = (x?,0, 2)
no es integrable en U = {(x,y,z) : x >0,y > 0,z > 0}.
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N Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

iSiempre existe superficie integral?

@ Supongamos que f : V C R? — R es de clase C*° y dado
p € U existe W C U tal que

SNW =aGr(f) ={(x,y,f(x,y)) : (x,y) € V}.
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N Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

iSiempre existe superficie integral?

@ Supongamos que f : V C R? — R es de clase C*° y dado
p € U existe W C U tal que

SNW =aGr(f) ={(x,y,f(x,y)) : (x,y) € V}.

o Como T(S, (x,y,f(x,y))) = ((1,0, £(x,¥)), (0,1, f,(x,y))),
y X(x,y,f(x,y)), Y(x, ¥, f(x,y)) € T(S, (x,y,f(x,¥))),

{f(xa)’) = xh(xy) +yh(xy),
f(x,y) = x%f(x,y).
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N Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

iSiempre existe superficie integral?

@ Supongamos que f : V C R? — R es de clase C*° y dado
p € U existe W C U tal que

SNW =aGr(f) ={(x,y,f(x,y)) : (x,y) € V}.

o Como T(S, (x,y,f(x,y))) = ((1,0, £(x,¥)), (0,1, f,(x,y))),
y X(x,y,f(x,y)), Y(x, ¥, f(x,y)) € T(S, (x,y,f(x,¥))),

{f(xa)’) = xh(xy) +yh(xy),
f(x,y) = x%f(x,y).

@ El sistema anterior tiene como dnica soluciéon f = 0, si bien

(x,y,0) ¢ U.
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

Caracterizacién analitica

Sean X,Y : UCR3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos. Sean Z =X x Y y p = (x0, y0,20) € U.
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

Caracterizacién analitica

Sean X,Y : UCR3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos. Sean Z =X x Y y p = (x0, y0,20) € U.

e Z3(p) # 0, definimos f = —%, g = _%_
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

Caracterizacién analitica

Sean X,Y : UCR3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos. Sean Z =X x Y y p = (x0, y0,20) € U.

e Z3(p) # 0, definimos f = —%, g = _%_
@ Si una superficie integral de X, Y se escribe como
ze = f(x,y,2),
z = h(x, y), entonces h es solucién de < z, = g(x, y, z),

z(x0, Y0) = 20.
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Caracterizacién analitica

Sean X,Y : UCR3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos. Sean Z =X x Y y p = (x0, y0,20) € U.

e Z3(p) # 0, definimos f = —%, g = _%_

@ Si una superficie integral de X, Y se escribe como
ze = f(x,y,2),
z = h(x, y), entonces h es solucién de < z, = g(x, y, z),
z(x0, Yo) = 2o
@ Si el sistema anterior es compatible, las graficas de sus
soluciones son superficies integrales.
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

2-Distribuciones

Sean X1, Xs : U C R3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos.
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

2-Distribuciones

Sean X1, Xs : U C R3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos.

e p— (Xi(p), Xa(p)) es una distribucién de rango 2, (X1, X2).
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

2-Distribuciones

Sean X1, Xs : U C R3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos.

e p— (Xi(p), Xa(p)) es una distribucién de rango 2, (X1, X2).

@ (X1, X3) es involutiva en p si [X, Y] € (X1, X3) para cada
)(7 Y € <X1,X2>.
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

2-Distribuciones

Sean X1, Xs : U C R3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos.

e p— (Xi(p), Xa(p)) es una distribucién de rango 2, (X1, X2).

@ (X1, X3) es involutiva en p si [X, Y] € (X1, X3) para cada
)(7 Y € <X1,X2>.

@ (Xi,Xo) es totalmente integrable si se escribe como

<6%1, 6%2> para ciertas variables z;, zp, z3.
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

2-Distribuciones

Sean X1, Xs : U C R3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos.

e p— (Xi(p), Xa(p)) es una distribucién de rango 2, (X1, X2).

@ (X1, X3) es involutiva en p si [X, Y] € (X1, X3) para cada
)(7 Y € <X1,X2>.

@ (Xi,Xo) es totalmente integrable si se escribe como

<6%1, 6%2> para ciertas variables z;, zp, z3.

Teorema de Frobenius

Una 2-distribucién (X1, X2) es integrable en p € U si y sélo si es
involutiva en p.
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

El anulador de X, Y

Sean X,Y : UCR3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos. Sea Z =X x Y.

o /= (21,22,23). w = Zidx + Z2dy + Z3dZ € Q}(U)
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

El anulador de X, Y

Sean X,Y : UCR3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos. Sea Z =X x Y.

o /= (Zl, 25, Z3), w = Zidx + Zody + Z3dz € Q}(U)
e Ann{X, Y} estd generado por w.
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

El anulador de X, Y

Sean X,Y : UCR3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos. Sea Z =X x Y.

o /= (Zl, 25, Z3), w = Zidx + Zody + Z3dz € Q}(U)
e Ann{X, Y} estd generado por w.

Equivale a integrabilidad de XY en p.

e Z -rotZ =0.
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

El anulador de X, Y

Sean X,Y : UCR3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos. Sea Z =X x Y.

o /= (Zl, 25, Z3), w = Zidx + Zody + Z3dz € Q}(U)
e Ann{X, Y} estd generado por w.

Equivale a integrabilidad de XY en p.

e Z -rotZ =0.
o wAdw=0.
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

El anulador de X, Y

Sean X,Y : UCR3 — R3 de clase C", con r > 1, campo de
planos. Sea Z =X x Y.

o /= (Zl, 25, Z3), w = Zidx + Zody + Z3dz € Q}(U)
e Ann{X, Y} estd generado por w.

Equivale a integrabilidad de XY en p.

o Z -rotZ =0.
o wAdw=0.
e dw=nAw, para ciertan € QX (V).
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

El anulador de X, Y

@ Para probar que si el campo de planos es integrable entonces
Z -rotZ = 0, se considera una representacién implicita local
de la superficie integral y se utiliza que
(uZ) -rot(uZ) = p(Z - rot2)
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. Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién

El anulador de X, Y

@ Para probar que si el campo de planos es integrable entonces
Z -rotZ = 0, se considera una representacién implicita local
de la superficie integral y se utiliza que
(uZ) -rot(uZ) = p(Z - rot2)

@ Para la implicacién contraria, se prueba que la 2— distribucién
que generan X e Y es involutiva y se aplica el Teorema de
Frobenius; empleando para ello la relacién

[X, Y] + rot(X x Y) = div(Y)X — div(X)Y.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Sistema de Pfaff asociado a una 2—distribucidn.

Sean X,Y : UCR3 — R3 declase C", con r > 1, (X, Y). Sean
Z=XXY, w=24idx + Zxdy + Z3dz.

@ Si H es representacién implicita local de una superficie
integral que pasa por p, es dH € Ann {X, Y}, luego existe
A€ C'(U) tal que dH = \ - w.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Sistema de Pfaff asociado a una 2—distribucidn.

Sean X,Y : UCR3 — R3 declase C", con r > 1, (X, Y). Sean
Z=XXY, w=24idx + Zxdy + Z3dz.

@ Si H es representacién implicita local de una superficie
integral que pasa por p, es dH € Ann {X, Y}, luego existe
A€ C'(U) tal que dH = \ - w.

@ Si H: U — R es una primitiva de una 1—forma exacta y no
nula en Ann {X, Y}, es una representacién implicita local de
una superficie integral que pasa por p.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Sistema de Pfaff asociado a una 2—distribucidn.

Sean X,Y : U CR3 — R3 de clase C", con r > 1, tales que
generan una 2—distribucién (X,Y). Sean Z=Xx Y,y
w = ZldX aF ngy T Z3dZ.

Ecuacion de Pfaff asociada

w = 0. Decimos que es integrable si y sélo si lo es la distribucién
(X, Y). Las soluciones de la ecuacién son las superficies integrales
de la distribucion.

Presentamos algunos ejemplos.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . .
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integraci

Ejemplo 1

o w=ay3z3dx + bx3z3dy + cx3y3dz = 0, con a,b,c > 0, en
U={(x,y,2) : xyz # 0}.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . .
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integraci

Ejemplo 1

o w=ay3z3dx + bx3z3dy + cx3y3dz = 0, con a,b,c > 0, en
U={(x,y,2) : xyz # 0}.
o wAdw=0.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 1

o w=ay3z3dx + bx3z3dy + cx3y3dz = 0, con a,b,c > 0, en
U={(x,y,2) : xyz # 0}.

@ wAdw=0.
° \x,y,z) = ﬁ es un factor integrante de la ecuacién
anterior.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 1

o w=ay3z3dx + bx3z3dy + cx3y3dz = 0, con a,b,c > 0, en
U={(x,y,2) : xyz # 0}.

@ wAdw=0.
° \x,y,z) = ﬁ es un factor integrante de la ecuacién
anterior.

° OZA-w:%dquy%dquz%dz.

Beltran de la Flor Gandarillas Integrabilidad de distribuciones y sistemas de Pfaff



Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 1

w = ay3z3dx + bx3z3dy + cx3y3dz = 0, con a,b,c > 0, en
U={(x,y,2) : xyz # 0}.
wAdw=0.

_ 1 . .,
)\(x,)./,z) = 33,33 €s un factor integrante de la ecuacidn
anterior.

° OZA-w:%dquy%dquz%dz.

(4
=
X
=
X

I

!
o
!
o
!
o
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
- 3 . .
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 1

Superficies integrales H(x,y,z) = C, con C € R constante.
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N Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 2

o w=x(y?—a%)dx + y(x® — z%)dy — z(y?> — a®)dz =0 en
U=R3, yparaa>0.
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N Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracié

Ejemplo 2

o w=x(y?—a%)dx + y(x® — z%)dy — z(y?> — a®)dz =0 en
U=R3, yparaa>0.
o wAdw=0.
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N Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 2

o w=x(y?—a%)dx + y(x® — z%)dy — z(y?> — a®)dz =0 en
U=R3, yparaa>0.

@ wAdw=0.

° \x,y,z) = W es un factor integrante de la
ecuacién anterior.
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N Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 2

o w=x(y?—a%)dx + y(x® — z%)dy — z(y?> — a®)dz =0 en
U=R3, yparaa>0.

o wAdw=0.

° \x,y,z) = W es un factor integrante de la
ecuacién anterior.

0 0=\ w=2=2dz 4 Y gy

x2—z2 }’2732
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N Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 2

w = x(y? — a®)dx + y(x*> — z2)dy — z(y? — a®)dz = 0 en
U=R3, yparaa>0.
wA dw=0.

Alx,y,2) = m es un factor integrante de la

ecuacion anterior.
° O:)\.w:XdX*ZdZ_F y dy

x2—z2 }’2732

_ * . xdx—zdz
@ 0=m,"w= B
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N Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 2

w = x(y? — a®)dx + y(x*> — z2)dy — z(y? — a®)dz = 0 en
U=R3, yparaa>0.
wA dw=0.

Alx,y,2) = m es un factor integrante de la

ecuacion anterior.
° O:)\.w:XdX*ZdZ_F y dy

x2—z2 }’2732

_ * . xdx—zdz
@ 0=m,"w= B

2|‘

(]

F(x,z)=3In|x* -z
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N Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 2

w = x(y? — a®)dx + y(x*> — z2)dy — z(y? — a®)dz = 0 en
U=R3, yparaa>0.

w A dw = 0.

Ax,y,z) = W es un factor integrante de la
ecuacién anterior.

0 0=\ w=2=2dz 4 Y gy

x2—z2 }’2732

_ * . xdx—zdz
@ 0=m,"w= B

F(x,z) = 3In|x* = 22|.

Hi(x,y,z) = 2In|x? — 22| + 3 In|y? — 22

(]
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N Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 2

w = x(y? — a%)dx + y(x? — 2?)dy — z(y?> — a®)dz =0 en

U=R3, yparaa>0.

o wAdw=0.

° \x,y,z) = W es un factor integrante de la
ecuacién anterior.

0 0=\ w=2=2dz 4 Y gy

x2—z2 }’2732

xdx—zdz

— % —
0 0=my,'w="r"%

o F(x,z) =3In|x*>— 22|
o Hi(x,y,z) = 2In[x? = 22|+ 3In|y? — 2%|.

e Definimos H(x,y,z) = (x> — z2)(y? — a°).
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acterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 .
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 2

Superficies integrales H(x,y,z) = C, con C € R constante.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . .
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 3: método de Natani

° w:xzydx—kidy—dz, en U={(x,y,z):y >0}
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 3: método de Natani

° w=x’ydx + fdy —dz,en U={(x,y,z):y > 0}.
@ wAdw =0, es integrable. Supongamos que S es superficie
integral.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 3: método de Natani

° w:xzydx—kidy—dz, en U={(x,y,z):y >0}

@ wAdw =0, es integrable. Supongamos que S es superficie
integral.

0 0 =my*w = x?ydx + ?dy.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 3: método de Natani

° w=x’ydx + fdy —dz,en U={(x,y,z):y > 0}.
@ wAdw =0, es integrable. Supongamos que S es superficie
integral.

0 0 =my*w = x?ydx + ?dy.

3
° ¢ZO(X7.y) — % - §70
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 3: método de Natani

w = x?ydx + fdy —dz,en U={(x,y,z):y > 0}.

w A dw =0, es integrable. Supongamos que S es superficie
integral.

0 0 =my*w = x?ydx + ?dy.
¢20(X7y) = L; j/j
S{(x,y,2) 1 z=20} ={(x,y,2) : ¢5(x,y) = K(20)}-
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 3: método de Natani

w = x?ydx + fdy —dz,en U={(x,y,z):y > 0}.

w A dw =0, es integrable. Supongamos que S es superficie
integral.

0 0 =my*w = x?ydx + ?dy.

(bzo(xay) = X?
SH{(X,y,z):z Zo}:{(X,y7Z)Z¢ZO(X,y):K(Zo)}.
° ¢(X7y72) = ¢Z(X7y)7 S= {(X,y,Z) : ¢(X,y,2) = K(Z)}

20
v
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acterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
) 3 q
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integraci

Ejemplo 3: método de Natani

Ejemplo

e 0=m*w = x%dx — dz.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.. )3 q . : .
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 3: método de Natani

Ejemplo

e 0=m*w = x%dx — dz.
3

° h(x,z)=% —z, SN{(x,y,2):y =1} ={(x,1,2) :
h(x,z) =a} ={(x,1,2) : ¢(x,1,z) = K(2)}.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.. )3 q . : .
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 3: método de Natani

e 0 =m*w = x%dx — dz.

e h(x,z)= %3 —z, SN{(x,y,2):y =1} ={(x,1,2) :
h(x,z) =a} ={(x,1,2) : ¢(x,1,z) = K(2)}.

e h(x,z) = ¢(x,1,2z), luego K(z) = a.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.. )3 q . : .
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 3: método de Natani

e 0=m*w = x%dx — dz.

e h(x,z)= %3 —z, SN{(x,y,2):y =1} ={(x,1,2) :
h(x,z) =a} ={(x,1,2) : ¢(x,1,z) = K(2)}.

e h(x,z) = ¢(x,1,2z), luego K(z) = a.

e Definimos H(x,y,z) = ¢(x,y, z).
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 3: método de Natani

Superficies integrales H(x,y,z) = C, con C € R constante.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 4: método de reduccién a EDO

o w=(y+2z)dx+ (x+z)dy + (x + y)dz = 0, se tiene
dw=0=0Awy es integrable.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 4: método de reduccién a EDO

o w=(y+z)dx+ (x+ z)dy + (x + y)dz = 0, se tiene
dw=0=0Awy es integrable.

0 0= mc*w = (y+x+ky)dx+(x+x+ky)dy+(x+y)(dx+kdy) =
(2x + (24 k)y)dx + ((2 + k)x + 2ky)dy.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 4: método de reduccién a EDO

o w=(y+2z)dx+ (x+ z)dy + (x + y)dz = 0, se tiene
dw=0=0Awy es integrable.

0 0= m*w = (y+x+ky)dx+(x+x+ky)dy+(x+y)(dx+kdy) =
(2x + (24 k)y)dx + ((2 + k)x + 2ky)dy.

o O(x,y, k) = ky? + (2 + k)xy + x>,
SN{(xy,2) 1 z=x+ky} ={(x, ¥, x+ky) : ¢(x,y, k) = C}.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 4: método de reduccién a EDO

o w=(y+2z)dx+ (x+z)dy + (x + y)dz = 0, se tiene
dw=0=0Awy es integrable.

0 0= m*w = (y+x+ky)dx+(x+x+ky)dy+(x+y)(dx+kdy) =
(2x + (24 k)y)dx + ((2 + k)x + 2ky)dy.

o O(x,y, k) = ky? + (2 + k)xy + x>,
SO{(x,y,2) 1 z=x+ky} ={(x,y,x+ky) : 6(x,y, k) = C}.

o S={(xy,2): 0 (xy.5%) = C}
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
.z 3 . . Lz
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 4: método de reduccién a EDO

o w=(y+2z)dx+ (x+z)dy + (x + y)dz = 0, se tiene
dw=0=0Awy es integrable.

0 0= mc*w = (y+x+ky)dx+(x+x+ky)dy+(x+y)(dx+kdy) =
(2x + (24 k)y)dx + ((2 + k)x + 2ky)dy.

o ¢(x,y, k) =ky?+ (2+ k)xy + X2,
SN{(x,y,2) 1 z=x+ky} = {(x,y,x+ky) : p(x,y, k) = C}.

o S={(xy,2): 0 (xy.5%) = C}

C H(x,y,z):qb(x,y,zy;’() =2zxX +xy + zy.
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Caracterizaciones de la integrabilidad de un campo de planos
- 3 o s s o
Integracién de dos campos en R” Sistemas de Pfaff e integracién.

Ejemplo 4: método de reduccién a EDO

Superficies integrales H(x,y,z) = C, con C € R constante.
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean X1,..., Xk : U CR"” — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U.
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean X1,..., Xk : U CR"” — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U.

@ Decimos que los k campos son integrables en p si existe una
variedad diferenciable de dimensién k, M, tal que
T(M,q) = (X1(q),...,Xk(q)) para g en un entorno de p.
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean X1,..., Xk : U CR"” — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U.

@ Decimos que los k campos son integrables en p si existe una
variedad diferenciable de dimensién k, M, tal que
T(M,q) = (X1(q),...,Xk(q)) para g en un entorno de p.

e p— (Xi(p),...,Xk(p)) es una distribucién de rango k,
(X1,... Xk).
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean X1,..., Xk : U CR"” — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U.

@ Decimos que los k campos son integrables en p si existe una
variedad diferenciable de dimensién k, M, tal que
T(M,q) = (X1(q),...,Xk(q)) para g en un entorno de p.

e p— (Xi(p),...,Xk(p)) es una distribucién de rango k,
<X1, 500 Xk>

@ (Xi,...Xx) es involutiva en p si [X, Y] € (Xq,...X) para
cada X, Y € (Xi,...X). de manera local.
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean X1,..., Xk : U CR"” — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U.

@ Decimos que los k campos son integrables en p si existe una
variedad diferenciable de dimensién k, M, tal que
T(M,q) = (X1(q),...,Xk(q)) para g en un entorno de p.

e p— (Xi(p),...,Xk(p)) es una distribucién de rango k,
(X1,... Xk).

@ (Xi,...Xx) es involutiva en p si [X, Y] € (Xq,...X) para
cada X, Y € (Xi,...X). de manera local.

@ (Xi,...Xx) es totalmente integrable si se escribe como

<a%1, e %> para ciertas variables z, ..., z,.
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean Xi,..., X, : UC R" — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U.
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean Xi,..., X, : UC R" — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U. \

@ Ann{Xj,..., Xk} estd generado por n — k 1—formas
diferenciales independientes, w;.
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean Xi,..., X, : UC R" — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U. l

@ Ann{Xj,..., Xk} estd generado por n — k 1—formas
diferenciales independientes, w;. J

Teorema de Frobenius

Una k-distribucién (X, ... Xk) es integrable en p € U si y sélo si
es involutiva en p.
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean X1,..., X : UCR" — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U.

Son equivalentes:

@ La distribucién es integrable.
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean X1,..., X : UCR" — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U.

Son equivalentes:

@ La distribucién es integrable.

@ La distribucion es involutiva.
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean X1,..., X : UCR" — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U.

Son equivalentes:

@ La distribucién es integrable.
@ La distribucién es involutiva.

® dwi Awi A AW A Awp_g =0.
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Integrabilidad de k-campos en R”

k-Distribuciones en R”

Sean X1,..., X : UCR" — R" de clase C", con r > 1, campos
vectoriales con dim(Xi(p), ..., Xk(p)) = k, para p € U.

Son equivalentes:

@ La distribucién es integrable.

@ La distribucidn es involutiva.

@ dwjANwi A---ANWjA---ANwp_x =0.
o dwj=ntAwr+- -+ T Awp_k.
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Integrabilidad de k-campos en R”

Gracias por su atencion.
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