
INTRODUCCIÓN
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PRIMEROS RESULTADOS
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

TEOREMA (BROUWER, 1912)

Sean n ∈ N y X = (Rn, ‖ ‖2).

Si T : BX → BX es continua entonces
tiene punto fijo (i.e. existe x ∈ BX tal que Tx = x)

TEOREMA (SCHAUDER, 1930)

Si
1 X es espacio de Banach
2 C ⊆ X es convexo,

compacto, no vacı́o
3 y T : C → C es continua

entonces T tiene punto fijo.

TEOREMA (BANACH, 1922)

Si
1 X es espacio métrico completo
2 C ⊆ X es cerrado, no vacı́o
3 y T : C → C es k-lipschitziana

con k < 1
entonces T tiene punto fijo.

CONJETURA (C. 1965)

Si
1 X es espacio de Banach reflexivo
2 C ⊆ X es convexo, cerrado y acotado
3 y T : C → C es 1-lipschitziana (la llamaremos “no expansiva”)

entonces T tiene punto fijo.
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ESTABILIDAD DE LA FPP

PRIMEROS RESULTADOS
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

TEOREMA (BROUWER, 1912)

Sean n ∈ N y X = (Rn, ‖ ‖2). Si T : BX → BX es continua entonces
tiene punto fijo (i.e. existe x ∈ BX tal que Tx = x)

TEOREMA (SCHAUDER, 1930)

Si
1 X es espacio de Banach
2 C ⊆ X es convexo,

compacto, no vacı́o
3 y T : C → C es continua

entonces T tiene punto fijo.

TEOREMA (BANACH, 1922)

Si
1 X es espacio métrico completo

2 C ⊆ X es cerrado, no vacı́o
3 y T : C → C es k-lipschitziana

con k < 1
entonces T tiene punto fijo.

CONJETURA (C. 1965)

Si
1 X es espacio de Banach reflexivo
2 C ⊆ X es convexo, cerrado y acotado
3 y T : C → C es 1-lipschitziana (la llamaremos “no expansiva”)

entonces T tiene punto fijo.

F. RAMBLA A NEW STABILITY BOUND FOR THE FPP IN `2



INTRODUCCIÓN
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Para fijar ideas, se da nombre a los espacios de Banach que
satisfacen la conclusión de la conjetura anterior.

DEFINICIÓN

Sea X espacio de Banach. Se dice que X tiene la propiedad del
punto fijo (FPP) si para cada C ⊆ X convexo, cerrado y acotado y
cada T : C → C no expansiva, T tiene punto fijo.

OBSERVACIÓN

En toda la exposición, debe tenerse en cuenta que T
puede ser no lineal.

�
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Por otra parte, recordemos que la distancia entre dos espacios de
Banach isomorfos X e Y se define como

d(X ,Y ) = inf{‖T‖‖T−1‖/T : X → Y es isomorfismo}.

No es una métrica per se; sin embargo, su logaritmo se comporta
como una pseudométrica.
Ahora podemos formular uno de los mayores avances en la
conjetura.

TEOREMA (DOMÍNGUEZ-BENAVIDES, 2009)

Sea X espacio de Banach reflexivo. Para cada ε > 0 existe un
espacio de Banach Y que

es isomorfo a X, además con d(X ,Y ) < 1 + ε;
tiene la FPP.

F. RAMBLA A NEW STABILITY BOUND FOR THE FPP IN `2



INTRODUCCIÓN
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ESTABILIDAD DE LA FPP

PRIMEROS RESULTADOS
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Por otra parte, recordemos que la distancia entre dos espacios de
Banach isomorfos X e Y se define como

d(X ,Y ) = inf{‖T‖‖T−1‖/T : X → Y es isomorfismo}.

No es una métrica per se; sin embargo, su logaritmo se comporta
como una pseudométrica.
Ahora podemos formular uno de los mayores avances en la
conjetura.
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Por otra parte, existe una relación muy estrecha entre la noción de
norma equivalente y la distancia entre espacios isomorfos.

A saber,

TEOREMA

Sean X ,Y espacios de Banach isomorfos y denotemos la norma en
X por ‖ ‖. Dado B ≥ 1, son equivalentes:

d(X ,Y ) ≤ B.
Para cada ε > 0 existe una norma | | en X tal que para cada
x ∈ X se tiene

‖x‖ ≤ |x | ≤ (B + ε)‖x‖

y además Y es linealmente isométrico a (X , | |).
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ESTABILIDAD DE LA FPP

PRIMEROS RESULTADOS
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Por otra parte, existe una relación muy estrecha entre la noción de
norma equivalente y la distancia entre espacios isomorfos. A saber,

TEOREMA

Sean X ,Y espacios de Banach isomorfos y denotemos la norma en
X por ‖ ‖.

Dado B ≥ 1, son equivalentes:
d(X ,Y ) ≤ B.
Para cada ε > 0 existe una norma | | en X tal que para cada
x ∈ X se tiene

‖x‖ ≤ |x | ≤ (B + ε)‖x‖

y además Y es linealmente isométrico a (X , | |).

F. RAMBLA A NEW STABILITY BOUND FOR THE FPP IN `2



INTRODUCCIÓN
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EL RADIO DE ESTABILIDAD
UN EJEMPLO LÍMITE

Una forma de abordar nuestra conjetura inicial es estudiar la
“estabilidad”:

Para un espacio concreto X que tenga la FPP,
¿existe un “radio” r > 1 tal que si d(X ,Y ) < r entonces Y
también tiene la FPP? Si es ası́, ¿cuál es el mayor de dichos
radios?
Observemos que lo que afirma dicha conjetura es que dicho
radio es infinito para todo espacio reflexivo.
Sin embargo, ni siquiera estamos seguros de esto para todo
espacio de Hilbert. En otras palabras,

CONJETURA

Sea X espacio de Banach. Si X es isomorfo a un espacio de Hilbert
entonces X tiene la FPP.

Es conocido que la FPP en espacios reflexivos está “separablemente
determinada”, y de esto se deduce una forma equivalente (aunque
más simple de abordar) de la conjetura:
CONJETURA

Sea X espacio de Banach. Si X es isomorfo a `2 entonces X tiene la
FPP.
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Una forma de abordar nuestra conjetura inicial es estudiar la
“estabilidad”: Para un espacio concreto X que tenga la FPP,
¿existe un “radio” r > 1 tal que si d(X ,Y ) < r entonces Y
también tiene la FPP?

Si es ası́, ¿cuál es el mayor de dichos
radios?
Observemos que lo que afirma dicha conjetura es que dicho
radio es infinito para todo espacio reflexivo.
Sin embargo, ni siquiera estamos seguros de esto para todo
espacio de Hilbert. En otras palabras,

CONJETURA

Sea X espacio de Banach. Si X es isomorfo a un espacio de Hilbert
entonces X tiene la FPP.

Es conocido que la FPP en espacios reflexivos está “separablemente
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determinada”, y de esto se deduce una forma equivalente (aunque
más simple de abordar) de la conjetura:
CONJETURA

Sea X espacio de Banach. Si X es isomorfo a `2 entonces X tiene la
FPP.

F. RAMBLA A NEW STABILITY BOUND FOR THE FPP IN `2



INTRODUCCIÓN
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Veamos a continuación una de las primeras respuestas parciales; fue
obtenida en el caso, más general, de espacios `p:

TEOREMA (DOMÍNGUEZ-BENAVIDES, 1996)

Sea X un espacio de Banach isomorfo a `p para algún p ∈ (1,+∞).
Si

d(X , `p) <
(

1 + 2
1

p−1

) p−1
p

entonces X tiene la FPP.

COROLARIO (DOMÍNGUEZ-BENAVIDES, 1996)

Sea X un espacio de Banach isomorfo a `2. Si

d(X , `2) <
√

3 ∼= 1.732

entonces X tiene la FPP.
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Veamos a continuación una de las primeras respuestas parciales; fue
obtenida en el caso, más general, de espacios `p:
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En los años que siguieron, el resultado de T. Domı́nguez se fue
mejorando, aunque cada vez más lentamente.

De forma resumida, el
“radio de estabilidad” para `2 es, al menos:

√
3 ∼= 1.732 Domı́nguez Benavides (1996)

√
2 +
√

2 ∼= 1.847 Jiménez Melado y Llorens Fuster (2000)√
5+
√

13
2

∼= 2.074 Lin (1999)√
5+
√

17
2

∼= 2.135 Mazcuñán (2006)

B0 ∼= 2.138 Rambla (2021)

. . . siendo B0 =

√
2

4

√
12 + 7

√
2 +

√
6
(

19 + 12
√

2
)
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EL RADIO DE ESTABILIDAD
UN EJEMPLO LÍMITE

Las mejores cotas se obtienen todas del mismo modo:

LEMA

Sea ‖ ‖ la norma euclı́dea en `2 y consideremos también una norma
equivalente | | satisfaciendo ‖x‖ ≤ |x | ≤ B‖x‖ para cierto B ≥ 1 y
cada x ∈ `2. Si (`2, | |) no tiene la FPP entonces
(P0) Existe D > 0 y, para cada ε > 0 y r ∈ [0,1], sucesiones (xn)n,

(wn)n ⊆ `2, y w0 ∈ `2 tales que (xn)n es débilmente nula,
wn

w−→ w0 y para cada n ∈ N,
(P1) |xn| ≥ 1− ε

(P2) D − ε ≤ ‖xn‖ ≤ D + ε ≤ ‖wn‖+ 2ε

(P3) ‖wn − w0‖2 ≤ (1−r)2

2 + ε

(P4) |wn − w0| ≤ 1− r
(P5) |w0| ≥ r − ε

(P6) |xn − wn| ≤ r + ε
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ESTABILIDAD DE LA FPP

EL RADIO DE ESTABILIDAD
UN EJEMPLO LÍMITE
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ESTABILIDAD DE LA FPP

EL RADIO DE ESTABILIDAD
UN EJEMPLO LÍMITE
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equivalente | | satisfaciendo ‖x‖ ≤ |x | ≤ B‖x‖ para cierto B ≥ 1 y
cada x ∈ `2. Si (`2, | |) no tiene la FPP entonces cumple las
propiedades (P0) hasta (P6)

A continuación se procede a usar (P0) hasta (P6) para “emparedar”
D2 entre dos expresiones que dependen de B, y a partir de esto se
obtiene una desigualdad que permite acotar inferiormente B. En
concreto,

1
B2 ≤ D2 ≤ B2 − 1

3B2 − 2
⇒ B ≥

√
2 +
√

2 (JM y LlF, 2000)
1

B2 − 1
≤ D2 ≤ B2 − 1

3B2 − 2
⇒ B ≥

√
5 +
√

13
2

(Lin, 1999)B2 − 1
B2 (B2 − 2)

≤ D2 ≤ B2 − 1
3B2 − 2

⇒ B ≥

√
5 +
√

17
2

(Mazcuñán, 2006)B2 − 1
B2 (B2 − 2)

≤ D2 ≤ 4B4 + 9B2 − 10 + 4(B2 − 1)
√
(B2 − 2)(B2 − 4)

(5B2 − 2)2

⇒ B ≥
√

2
4

√
12 + 7

√
2 +

√
6
(

19 + 12
√

2
)

(Rambla, 2021)
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Las mejores cotas se obtienen todas del mismo modo:

LEMA

Sea ‖ ‖ la norma euclı́dea en `2 y consideremos también una norma
equivalente | | satisfaciendo ‖x‖ ≤ |x | ≤ B‖x‖ para cierto B ≥ 1 y
cada x ∈ `2. Si (`2, | |) no tiene la FPP entonces cumple las
propiedades (P0) hasta (P6)

A continuación se procede a usar (P0) hasta (P6) para “emparedar”
D2 entre dos expresiones que dependen de B, y a partir de esto se
obtiene una desigualdad que permite acotar inferiormente B. En
concreto,

1
B2 ≤ D2 ≤ B2 − 1

3B2 − 2
⇒ B ≥

√
2 +
√

2 (JM y LlF, 2000)

1
B2 − 1

≤ D2 ≤ B2 − 1
3B2 − 2

⇒ B ≥

√
5 +
√

13
2

(Lin, 1999)B2 − 1
B2 (B2 − 2)

≤ D2 ≤ B2 − 1
3B2 − 2

⇒ B ≥

√
5 +
√

17
2
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Las mejores cotas se obtienen todas del mismo modo:

LEMA

Sea ‖ ‖ la norma euclı́dea en `2 y consideremos también una norma
equivalente | | satisfaciendo ‖x‖ ≤ |x | ≤ B‖x‖ para cierto B ≥ 1 y
cada x ∈ `2. Si (`2, | |) no tiene la FPP entonces cumple las
propiedades (P0) hasta (P6)

A continuación se procede a usar (P0) hasta (P6) para “emparedar”
D2 entre dos expresiones que dependen de B, y a partir de esto se
obtiene una desigualdad que permite acotar inferiormente B. En
concreto,

1
B2 ≤ D2 ≤ B2 − 1

3B2 − 2
⇒ B ≥

√
2 +
√

2 (JM y LlF, 2000)

1
B2 − 1

≤ D2 ≤ B2 − 1
3B2 − 2

⇒ B ≥

√
5 +
√

13
2

(Lin, 1999)B2 − 1
B2 (B2 − 2)

≤ D2 ≤ B2 − 1
3B2 − 2

⇒ B ≥

√
5 +
√

17
2
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Resumiendo, acabamos de ver que si una norma | | en `2 satisface

‖x‖ ≤ |x | ≤ B‖x‖

para cierto B ≥ 1, entonces se tiene la cadena de implicaciones:

(`2, | |) carece de la FPP⇒ se cumplen (P0) hasta (P6)⇒ B ≥ B0

Cabe pensar lo siguiente . . . “Si encuentro un renormamiento de `2
donde se cumplan (P0) hasta (P6) y sin embargo sea B ≤ B0,
entonces esto significará que ¡¡la segunda implicación no puede
mejorarse!!”
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ESTABILIDAD DE LA FPP

EL RADIO DE ESTABILIDAD
UN EJEMPLO LÍMITE
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Resumiendo, acabamos de ver que si una norma | | en `2 satisface

‖x‖ ≤ |x | ≤ B‖x‖

para cierto B ≥ 1, entonces se tiene la cadena de implicaciones:

(`2, | |) carece de la FPP⇒ se cumplen (P0) hasta (P6)⇒ B ≥ B0

Cabe pensar lo siguiente . . . “Si encuentro un renormamiento de `2
donde se cumplan (P0) hasta (P6) y sin embargo sea B ≤ B0,
entonces esto significará que
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ESTABILIDAD DE LA FPP

EL RADIO DE ESTABILIDAD
UN EJEMPLO LÍMITE

Consideremos de nuevo B0 =

√
2

4

√
12 + 7

√
2 +

√
6
(

19 + 12
√

2
)

.

Definimos en `2 la siguiente norma:

|x | = max
{
‖x‖,

B0√
2
|x(1) + x(2)|,

B0√
B2

0−1
max
n∈N
{|x(2n + 1)

√
B2

0 − 2 + x(2n + 2)|}
}

Es sencillo probar que | | es una norma equivalente a la norma
euclı́dea usual ‖ ‖. Más aún:

TEOREMA

En (`2, | |) se satisfacen las propiedades P0 hasta P6. Además,

‖u‖ ≤ |u| ≤ B0‖u‖

para cada u ∈ `2 (y por otra parte, este espacio tiene la FPP).
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