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Orbitas regulares

Un operador T definido en un espacio de Banach X se dice que es

hiperciclico si existe x € X (que se llamard vector hiperciclico para
T ) tal que la Srbita { T"x},>0 es denso en X.

Teorema (Criterio de Hiperciclicidad)

Sea T € L(B) y supongamos que existen
(al) Un subconjunto denso X C B tal que | T"x|| — 0
para cada x € X.

(a2) Un subconjunto denso Y C B y una aplicacion
S: Y — Y tal que TS = identidad sobre Y y
|S"y|| — 0 para caday € Y.

Entonces T es hiperciclico.
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Orbitas regulares

Teorema (Ansari)

Si x es hiperciclico para T, también lo es para TV.

Supongamos que x € X es hiperciclico para T y que {nx} es una
sucesion que tiene cierta densidad en N. ;Es cierto que { T« x}
permanece densa en X7
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Orbitas regulares

Teorema (Salas)

Dado x hiperciclico para T existe {ny} tal que ng11 — nx < 2 tal
que {T"x} no es densa.

Teorema (Read, Manuel de la Rosa, Griveaux, Bayart)

Existe un operador hiperciclico T y existe {ny} tal que
Nk+1 — Nk < 2 tal que {T" y} no es densa para ningiin vector y.

4
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Orbitas regulares

Cuestidn.

Supongamos que x € X es hiperciclico para T y que {ng} es una
sucesion que tiene cierta densidad en N y cierta regularidad. ;Es
cierto que { T"x} permanece densa en X?

Cuestién 1
27if

a=e con @ irracional.

{nk : o™ € G}, iEs denso { T"«x}7?
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Orbitas regulares

Definicion

Se dice que un operador A es superciclico si existe un vector x tal
que {AA"x : A€ C,n € N} es denso en X.

Maria del Pilar Romero de la Rosa Orbitas de operadores



Orbitas regulares

Maria del Pilar Romero de la Rosa Orbitas de operadores



Orbitas regulares

Se dice que un operador A es superciclico si existe un vector x tal
que {AA"x : A€ C,n € N} es denso en X.

Definicion

| A

Se dice que un operador A es superciclico positivo si existe un
vector x tal que {rA"x :r>0,n € N} es denso en X.

A\
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Orbitas regulares

Definicién
Se dice que un operador A es superciclico si existe un vector x tal
que {AA"x : A€ C,n € N} es denso en X.

Definicion

| A

Se dice que un operador A es superciclico positivo si existe un
vector x tal que {rA"x :r>0,n € N} es denso en X.

A\

Teorema (Ledn-Miiller)

Si A es un operador superciclico tal que o,(A*) = () entonces A es
superciclico positivo
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Orbitas regulares

Se dice que un operador A es superciclico si existe un vector x tal
que {AA"x : A€ C,n € N} es denso en X.

Se dice que un operador A es superciclico positivo si existe un
vector x tal que {rA"x :r>0,n € N} es denso en X.

Teorema (Ledn-Miiller)

Si A es un operador superciclico tal que o,(A*) = () entonces A es
superciclico positivo

4

i Qué ocurre cuando o,(A*) # (7. En este caso o,(A*) = {ra}
con a € T.

”
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Orbitas regulares

iQué ocurre cuando A= T & npale 7.
Si o € T es una raiz de la unidad, entonces la respuesta es
negativa. Pero ;Y si a es una rotacién irracional?

Teorema

Las cuestiones 1 y 2 son equivalentes.
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Orbitas regulares

Teorema (Gonzalez-Ledn-Montes)

A= T @ alc es superciclico si y solo si T es hiperciclico.

Definicion

Dado A= T @ algc. Se dice que oo € P es una direccion positiva si
A= T @ alg es positivo superciclico.
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Orbitas regulares

Teorema

Si T satisface el criterio de hiperciclicidad entonces P es
exactamente el conjunto de las rotaciones irracionales.

Teorema

Si T es hiperciclico, entonces P es un conjunto Gz denso del T.
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Orbitas regulares

Definicién (2013-Rezaei)
Un operador T se dice que es convexo-ciclico, si existe x € X tal

que el conjunto {p(T)x : p(z),polinomio convexo} es denso en
X. Siendo p(z) =ty +tiz+ - tpz", to+---+th=1,t; € R.

Cuestiones (Rezaei 2013)

@ Si T es convexo-ciclico. jes TN convexo-ciclico?

@ Si T es convexo-ciclicoy u € T, jes uT convexo-ciclico?

© Si la drbita convexo-ciclica es densa en alguna parte, jes T
convexo-ciclico?

@ Si T es convexo ciclico, jEs T débil hiperciclico?
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Orbitas regulares

Teorema
Ninguna de las 4 preguntas plantadas por Rezaei es cierta.

Contraejemplos

Consideramos B el operador desplazamiento hacia la derecha.
(Rolewicz) pB es hiperciclico si |u| > 1. Los contraejemplos son
de la forma uB & alc con a € C.
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| Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Definicién (Algebra fuertemente compacta)

Un dlgebra A C L(H) se dice que es fuertemente compacta, si su
bola unidad es un conjunto relativamente compacto en la topologia
fuerte de operadores.
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| Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Definicién (Algebra fuertemente compacta)

Un dlgebra A C L(H) se dice que es fuertemente compacta, si su
bola unidad es un conjunto relativamente compacto en la topologia
fuerte de operadores.

\

Definicién (Operador fuertemente compacto)

T se dice que es fuertemente compacto, si el dlgebra generada por
T y la identidad, es fuertemente compacta.
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Operadores fuertemente compactos

Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Definicién (Algebra fuertemente compacta)

Un dlgebra A C L(H) se dice que es fuertemente compacta, si su
bola unidad es un conjunto relativamente compacto en la topologia
fuerte de operadores.

Definicién (Operador fuertemente compacto)

T se dice que es fuertemente compacto, si el dlgebra generada por
T y la identidad, es fuertemente compacta.

Lomonosov (1980)

Si un operador T es esencialmente normal, satisface que
conmutante de T y de T* no son algebras fuertemente compactas,
entonces T posee un subespacio invariante no trivial. Si ademas T
y T* no son fuertemente compactos, entonces T posee un
subespacio hiperinvariante no trivial.
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| Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Marsalli (1990)

Michael Marsalli. A classification of operator algebras. J. Operator
Theory, 24(1):155-163, 1990.

| \

Lacruz-Lomonosov-Rodriguez (2006)

Miguel Lacruz, Victor Lomonosov, and Luis Rodriguez-Piazza.
Strongly compact algebras. RACSAM. Rev. R. Acad. Cienc.
Exactas Fis. Nat. Ser. A Mat., 100(1-2):191-207, 2006.
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| Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Operadores fuertemente compactos

@ Operadores normales fuertementente compactos
(Lacruz-Piazza, 2009).

@ Operadores de composicién fuertemente compactos
(Lacruz-Fernandez, 2011); (Joel Shapiro, 2012)...

©

Lacruz, Fernandez-Valles (2011), Marsalli (1990)

Si los autovectores de un operador forman un conjunto total,
entonces el operador es fuertemente compacto. Si ademads para
cada autovalor X la dimensién de Ker(T — \) es finita, entonces el
conmutante de T es fuertemente compacto.
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| Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

o jExiste alguna condicién espectral de tipo local, que permita
garantizar que un operador es fuertemente compacto?

@ jEs posible obtener nuevos ejemplos de operadores
fuertemente compactos no conocidos?
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| Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Teorema

Sea T un operador en un espacio de Banach complejo X tal que
0 € n(a(T)) y supongamos que existe un conjunto total S C X
con la propiedad de que r(x, T) < d(0,0(n(c(T))) para cada

x € S. Entonces el operador T es fuertemente compacto.
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| Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Radio espectral operador desplazamiento bilatero

Si W es un operador desplazamiento bilatero con pesos se tiene
que el radio espectral r(W) = max{r= (W), r*(W)}. donde

rm (W) = lim sup |w_p_ - w_gsa|""
n—o00 k>0
y
rH (W) = lim sup|wk- - wWppk_1|"",
n—oo kZO

Médulo minimo

Cambiando supremo por infimo en las ecuaciones anteriores, se
obtienen las cantidades r; (W) y r;” (W), relacionadas con el
médulo minimo por (W) = min{r; (W), ;" (W)}.
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| Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Cantidades relacionadas con autovalores. Si ;" (W) < r; (W)
entonces existe espectro puntual y sus autovectores

7 (W) = liminf s - wof /%, o (W) = liminf Lo g1

=)

ry (W) = limsup|w_y1 - - w_o|*", ryf (W) = limsup |wp - - - wyp_1|"
n—oo n—o00

Si ry (W) < r; (W) entonces existe espectro puntual y sus

autovectores forman un conjunto total. El conmutante es

fuertemente compacto.

i Qué ocurre en ausencia de autovalores, ry (W) < r;/ (W)?
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| Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Teorema

Siry (W) < r(W) entonces W es fuertemente compacto.

Ejemplo

Existe W fuertemente compactos tal que W1 no es fuertemente
compacto.

4

Teorema

SiWy W1 son ambos fuertemente compactos, entonces el
dlgebra generada por W y por W1 es fuertemente compacta.
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Operadores fuertemente compactos

Orbitas polinomiales Vectores ciclicos
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, Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Un vector x € X es ciclico para T si {p(T)x : p polinomio} es

denso en X.
Denotemos por Co(T) vectores ciclicos de T union {0}.

Herrero (1979)

Co(T) contiene un conjunto denso de vectores si y sélo si op(T*)
tiene interior vacio.

Cuestiones

@ ;Cuando contiene Co(T) un subespacio denso e invariante?
(estudiado por Bourdon y Herrero para vectores hiperciclicos)

@ ;Cuando contiene Co(T) un subespacio cerrado infinito
dimensional ? (estudiado por Gonzélez-Ledn-Montes para
vectores hiperciclicos).
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Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Herrero (91)-Bourdon (93)

Co(T) un subespacio denso e invariante si y sélo si o,(T*) = (.

Teorema

Si T @ T es ciclico entonces Co(T) contiene un subespacio
cerrado infinito dimensional si y sélo si o,(T*) = (.

Maria del Pilar Romero de la Rosa Orbitas de operadores



, Operadores fuertemente compactos
Orbitas polinomiales Vectores ciclicos

Ejemplos

Los siguientes operadores T no satisfacen la condicién T @ T
ciclico y sin embargo Co(T) contiene un subespacio cerrado
infinito dimensional:
@ El operador de Volterra definido L,(0,1) (1 < p < o0)
@ El operador de multiplicacién M, definiodo en L,(0, 1)
(1< p<o0).
© U, el operador desplazamiento bildtero sin pesos definido en
lo(Z).
Q@ El operador de Cesaro C, on L»(0, o).
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Operadores de no convolucién

Godefroy-Shapiro (1991)

Si T definido en H(C) conmuta con el operador diferenciacién y
no es un multiplo de la identidad entonces T es hiperciclico.

Introducen los operadores Ty pf = f'(Az+b), \,be C. Si A #1
entonces T) ; no conmuta con el operador derivada.

Aron-Markose, G. Ferndndez-A. Hallack

Si |A| > 1 entonces T) p, es hiperciclico.

i Es posible caracterizar cuando T) j, es hiperciclico en términos de
by \?
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Operadores de no convolucién

Teorema

Sea A # 1. Entonces T) j, es hiperciclico si y solo si |A\| > 1.

Cuestién

i Es posible caracterizar cuando T) , cuando posee un subespacio
cerrado de dimensién infiinita de vectores hiperciclicos?

| A

Teorema

Sea A # 1. Entonces T, es posee un subespacio cerrado de
dimensién infinita de vectores hiperciclicos si y sélo si |\| = 1.
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Operadores de no convolucién

iCémo es el crecimiento de las funciones hiperciclicas para T) p ?

Teorema (|A\| =1, #1)
Sip:RY = R con p(r) = +oo cuando r — oo, entonces existe
f hiperciclico para Ty p, tal que

If(z)] =0 (gD(r)eTrr) cuando |z| =r — oo..

Teorema (|A\| =1,\ # 1)

No existen funciones enteras hiperciclicas para Ty  satisfaciendo

) =0(%) led=r.
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Operadores de no convolucién
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Operadores de no convolucién
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