1. Introduccién

Pringsheim en 1900 comenz6 el estudio de la convergencia clésica de las
sucesiones dobles, y not6é que, para converger, no necesitan estar acotadas.
Este hecho motivé que muchos mateméaticos se interesaran por ellas. Como
consecuencia, muchos conceptos de las sucesiones ordinarias se aplicaron a
las dobles.

Uno de ellos fue hecho por Mursaleen y Edley en 2003, al extender los
conceptos de densidad y convergencia estadistica a ellas.

Patterson y Savas definieron la convergencia estadistica para dobles con
la ayuda de sucesiones lagunares, y obtuvieron interesantes relaciones entre
convergencia lagunar estadistica y convergencia estadistica.

Ademas, Tripathy y Tripathy extendieron los conceptos de 7.convergencia
y J-Cauchy de las ordinarias a las dobles, estudiaron algunas de sus propie-
dades: solidez, simetricidad, completitud, densidad, etc.

Kumar prosigui6é esta tltima idea e introdujo la convergencia J* para
dobles, y obtuvo algunas relaciones entre la convergecia tau con asterisco y
sin él.

Mursaleen y otros introdujeron en 2010 la convergencia A-estadistica para
dobles.

En 2012, Belen y Yilldirim definieron la convergencia J, estadistica para

dobles, y obtuvieron algunas relaciones de inclusion.

2. Convergencia de una sucesion doble

La definicion clésica de la convergencia de una sucesion doble de nimeros

reales es la siguiente:

Definicién 1 Decimos que L es el limite de una sucesion doble {x(i,j)} de
numeros reales si para todo € > 0 existen dos enteros positivos iy y jo tales

que, st 1> 19 Y J > Jo, Se tiene:
’x@?j) o L’ <E&.
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Es claro que tomando el mayor de 7o y jog se reduce las dos condiciones
anteriores a una sola.

Veamos un ejemplo.Sea la sucesion doble definida asi:

J, sii=1;
Tij =41t sij=1;

0, sii#£lyj#L.

Para i > 2y j > 2 tenemos: |x(i,j)| < €, por tanto, el limite es cero.

Este ejemplo muestra claramente que para ser convergente no es necesario
estar acotada, como ocurre con las sucesiones ordinarias.

Notese que los elementos de indices (1, ) y (7, 1) no cumplen la condicion
de convergencia, y son, en ntimero, infinitos; pero sélo la incumplen una fila

y una columna.

3. Convergencia Cesaro

Una sucesion doble {x(i,j)} tiene limite Cesaro L si se verifica:

1
; m,n AN
mlrlLr—r>loo %Eizl’jzlx(z,]) = L.

El ejemplo anterior muestra que una sucesion doble puede ser convergente
y no serlo Cesaro, pues su limite es:
2 2
m*+m+n°+n—2

lim ,
m,n—oo 2mn

el cual no existe, pues si m = rn el limite vale 5.

Pero la convergencia més interesante para sucesiones dobles es la estadis-
tica, por ser el primer ejemplo de un ideal en P(N x N). Para ello debemos
exponer el concepto de densidad en N x N introducido por Mursaleen y Edley
en 2003.



4. Densidad de un subconjunto de N x N

Sea J C N x N, y sea J(m,n) el cardinal de los pares ordenados (i, j) de
J, siendo 1 < m y j < n. Entonces la densidad bidimensional, analoga de la

clasica, se define como sigue:

Definicién 2 Llamamos densidad asintotica inferior de J C N x N a:

J(m,n
d2(J) = lim inf g
m,n mn
En el caso de que la sucesion % tenga limite doble ordinario, entonces

decimos que J tiene densidad natural, definida como:

So(J) = lm 201

m,n—o0 mn

Por ejemplo, sea J = {(i%, 5%) : 1,7 € N}. Entonces:

5o(J) = tim 1)

m,n—00 mn - mn
lo que expresa que densidad natural doble es cero, mientras que el con-
junto {(7,27)} tiene densidad natural doble 3.

La densidad doble es la base de la convergencia estadistica.

5. Convergencia estadistica de una sucesion do-

ble

Definiciéon 3 Una sucesion doble x = {z;;} de nimeros se dice estadistica-

mente convergente a un L si para todo € > 0:

1
P— lim —|{i<m,j<n:l|r;—Ll>c}|=0.

m,n—o0 MMN

En este caso, escribiremos: Ey— lim x;; = L.
'L,]‘)OO



Como se ve, por la definicion, el conjunto de los elementos de la sucesion
que difieren del limite, en valor absoluto, mas o igual que ¢ tiene densidad
nula.

La esencia de esta definicion, y lo mas importante de esta modesta expo-
sicion es el hecho de que los conjuntos de densidad nula forman un ideal de
P(N x N); y sus complementarios de densidad 1 son un filtro.

Repasemos ambos conceptos:

Definicion 4 Sea X un conjunto no vacio. Llamamos ideal J a una familia

de partes de X que cumplen las siguientes condiciones:
1. () estd enJ
2. Si Ay B estan en J, también esta AU B.

3. SiBCA, yAestd end, también B estd en J.

Definicion 5 Sea X un conjunto no vacio. Llamamos filtro § a una familia

de partes de X que cumplen las siguientes condiciones:
1. 0 no estd en §
2. Si A y B estan en §, también estdi AN B.

3. SiBDA, y A estd en §, también B estd en §.

Si J es un ideal en X, su filtro adjunto § esta formado por las partes de

X que son complementarios de las de J:

S={X\A:AecT}
Veamos que los conjuntos de densidad doble nula son un ideal. En efecto:
1) 6,(0) = 0.
2) Al ser: 0 < 62(AU B) < §3(A) 4 02(B) si 62(A) = 0y 62(B) = 0,
resulta: (AU B) = 0.
3) Si B C Ay 03(A) =0, por ser: 0 < d9(B) < 09(A), resulta: do(B) = 0.

Este resultado es la base de la siguiente generalizacion:
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Definiciéon 6 Sea 3 C P(N x N) un ideal no trivial, y sea {x(i,j)} una
sucesion doble. Diremos que la sucesion es J-convergente a L si para todo
e >0, el conjunto A(e) = {(i,7) € Nx N : |z(i,5) — L| > €} estd en J; y
escribiremos: 3*@%@00 x;; = L.

Un par de teoremas sencillos son los siguientes:

Teorema 1 Una sucesion doble {z(i,j)} solo puede tener un limite respecto

de un ideal J no trivial.

Demostracién: Supongamos que la sucesion {z(i,7)} tenga dos limites L'
y L, respecto del ideal no trivial J, siendo L' > L; sea L' — L = 0.

Por la definicion existen dos conjuntos A, B € J, tales que:

A={(i.7) € NxN| Jali.f)-LI > 3} B={(i.j) € NxN| [z(i./)~L] > 3},

En el conjunto A°N B¢ que pertenece al filtro adjunto y es el complemen-

tario de A U B se tiene:

. o .0 . )
AN B ={(i,j) e NxN| |2(i,j) = L'| < 5y |2(i,j) = L < 5}

Pero entonces:

o . . 5 90
(i) = I'| = |0, §) = L= 6] = [0 — (i, j) + L| > 6 — 5 = 2,

lo cual es una contradiccion.

Si una sucesion doble es convergente, todo ideal que contenga a los infini-
tos elementos excluidos de la condicion de convergencia, para cada €, la hace

también convergente.

Teorema 2 FEl conjunto de la sucesiones dobles convergentes respecto de un

ideal no trivial J es un espacio vectorial.

Demostracion:



6. Aplicacién a las sucesiones ordinarias

Definiciéon 7 Sea J C P(N) un ideal no trivial de N, y sea (X, d) un espacio
métrico. Diremos que una sucesion x = {x,} en X es J-convergente a L si
para todo € > 0, el conjunto A(e) = {n € N : d(x,,L) > €} estd en J; y

escribiremos: J— lim z,, = L.
n—oo

Como la convergencia usual de sucesiones ordinarias excluyen sélo un

conjunto finito de elementos, tiene importancia la siguiente definicion:

Definicion 8 Un ideal se dice admisible si contiene a los dtomos; es decir,

a los conjuntos formados por solo un elemento.

Si un ideal es admisible, contiene a los conjuntos finitos. En consecuencia:
Toda sucesion convergente en el sentido ordinario lo es también respecto de
un tdeal admisible.

En las sucesiones simples convergentes, en sentido ordinario, el ideal suyo

es el de los subconjuntos finitos de N.

Definicién 9 Un ideal propio 3 C P(N) se dice que satisface la condi-
cion (AP) si para toda familia numerable de conjuntos disjuntos dos a dos:
{A1, Ay, As, ... } existe una familia numerable {By, By, Bz, ...} en J tales

que A;AB; es un conjunto finito para todo i € N y B = U B, €.
i=1
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