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2

Álgebras efecto
Un poco de historia

Figura: Garret Birkhoff
(1911 – 1996)

Figura: John von Neumann
(1903 – 1957)
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Álgebras efecto
Un poco de historia

I 1936. Lógica cuántica.
I Algunas proposiciones de la

mecánica cuántica no pueden
explicarse con la lógica
proposicional clásica.

I Nuevas reglas para explicar
anomaĺıas sobre las mediciones
cuánticas.

I Una de las diferencias más
notables es que la propiedad
distributiva no se verifica.

I Para modelizar las mediciones
imprecisas ⇒ Álgebras efecto
(1994).
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Álgebras efecto
Definición

Álgebra efecto. Foulis y Bennet (1994)
Un álgebra efecto es una estructura (L,⊕, 0, 1) dotada de dos
elementos especiales 0, 1 ∈ L y una operación binaria parcialmente
definida ⊕ que satisface, para todo p, q, r ∈ L:
(E1) (Conmutativa) Si p ⊕ q está definido, entonces q ⊕ p está definido

y
p ⊕ q = q ⊕ p.

(E2) (Asociativa) Si q ⊕ r está definido y p ⊕ (q ⊕ r) está definido,
entonces p ⊕ q está definido, (p ⊕ q)⊕ r está definido y

(p ⊕ q)⊕ r = p ⊕ (q ⊕ r).
(E3) (Ortocomplemento) Para cada p ∈ L, existe un único q ∈ L tal que

p ⊕ q está definido y p ⊕ q = 1.
(E4) (Ley Cero-Uno) Si 1⊕ p está definido, entonces p = 0.
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Álgebras efecto
Ejemplos

Álgebras de Boole
Toda álgebra de Boole es álgebra efecto.

Definiendo p ⊕ q = p ∪ q ⇔ p ∩ q = 0, es fácil comprobar que tenemos
todas las propiedades de álgebra efecto.

�
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Álgebras efecto
Ejemplo clásico de álgebra efecto

I En mecánica cuántica, un sistema f́ısico S se representa mediante
un espacio de Hilbert complejo y separable HS .

I Un efecto del sistema S es un operador autoadjunto A definido en
HS tal que O ≤ A ≤ 1.

I Un operador es una aplicación lineal y continua definida en HS .
I Operador cero: O : HS → HS , tal que O(x) = 0, para todo x ∈ HS .
I Operador identidad: 1 : HS → HS , tal que 1(x) = x , para todo x ∈ HS .
I A es un operador autoadjunto si 〈A(x), y〉 = 〈x ,A(y)〉 para todo x , y ∈ H.
I A es positivo si 〈A(x), x〉 ≥ 0 para cada x ∈ HS .
I Si A y B son operadores autoadjuntos, A ≤ B si B − A es positivo.
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Álgebras efecto
Ejemplo clásico de álgebra efecto

Álgebra efecto estándar
(L,⊕,O,1), donde

L = {A : HS → HS/ A es un operador autoadjunto tal que O ≤ A ≤ 1}

y la operación
A⊕ B = A + B ⇔ A + B ≤ 1.

es un álgebra efecto.

I Los efectos representan mediciones u observaciones imprecisas en
el sistema S .

I Las medidas valoradas en los efectos tienen un importante rol en la
mecánica cuántica estocástica.
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Álgebras efecto
Ejemplos

Álgebra efecto de conjuntos
Sean X un conjunto y L ⊆ P(X) una familia de subconjuntos de X .
Diremos que L es un álgebra efecto de conjuntos si L satisface las
siguientes condiciones:
(1) ∅ ∈ L.
(2) Si a, b ∈ L y a ∩ b = ∅, entonces a ∪ b ∈ L.
(3) Si a ∈ L, entonces ac ∈ L.

Dado un conjunto X , la familia

φ(X) = {a ⊆ X : a es finito o cofinito}

es álgebra efecto de conjuntos.
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Álgebras efecto
Ejemplos

Álgebras efecto naturales
I Se dice que F es familia natural si F ⊆ P(N) y φ0(N) ⊆ F

(φ0(X) familia de subconjuntos finitos de N).
I Se dice que F es álgebra efecto natural si es familia natural con

estructura de álgebra efecto de conjuntos.

Sea L álgebra efecto de conjuntos. Sean a, b ∈ L. Entonces,

a ⊆ b⇔ a ≤ b.
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Álgebras efecto
Ortogonalidad

Sea L álgebra efecto y p, q ∈ L.
1. Diremos que p es ortogonal a q (p ⊥ q), si p ⊕ q está definido.
2. Sea F = {ai : 1 ≤ i ≤ n} subconjunto finito de L.

Si a1 ⊕ a2, a1 ⊕ a2 ⊕ a3, . . . , a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an están definidos,
decimos que
F es conjunto ortogonal finito y definimos
⊕F = a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an.

3. Un subconjunto G ⊂ L es ortogonal si cada subconjunto finito de G
es ortogonal y ⊕G = sup{⊕F : F ⊆ G,F finito} si dicho supremo
existe.

4. Diremos que p ≤ q si existe r ∈ L tal que p ⊥ r y p ⊕ r = q.
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Medidas sobre álgebras efecto
Definiciones

Sea (L,⊕, 0, 1) un álgebra efecto, X espacio de Banach y µ : L→ X .
1. µ es medida (finitamente aditiva) si para cada a, b ∈ L

ortogonales, µ(a ⊕ b) = µ(a) + µ(b).
2. µ es medida σ−aditiva si para (an)n ⊆ L ortogonal tal que existe⊕

n∈N
an, se tiene que µ

(⊕
n∈N

an

)
=
∑
n∈N

µ(an).

3. µ es medida acotada si sup{‖µ(a)‖ : a ∈ L} < +∞.
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Medidas sobre álgebras efecto
Ejemplo

Ejemplo de medida acotada no σ−aditiva
Sea L = φ(N), (subconjuntos finitos y cofinitos de N).

µ(a) =
{

0, si a es finito;
1, si a es cofinito.

I µ es medida.
I No es σ−aditiva, ya que 1 = µ(N) 6=

∑
i∈N

µ({i}) = 0.

I µ es acotada, ya que sup{|µ(a)| : a ∈ L} = 1 < +∞.
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Medidas sobre álgebras efecto
Definiciones

Sea (L,⊕, 0, 1) un álgebra efecto, X espacio de Banach y µ : L→ X .
1. µ es medida exhaustiva o fuertemente acotada si para (an)n ⊆ L

ortogonal, limµ(an) = 0.
2. µ es medida fuertemente aditiva si para (an)n ⊆ L ortogonal,∑

n∈N
µ(an) converge en norma.

3. µ es medida absolutamente aditiva si para (an)n ⊆ L ortogonal,∑
n∈N
‖µ(an)‖ < +∞.
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Medidas sobre álgebras efecto
Caracterización

Caracterización
Sea L un álgebra efecto, G un grupo topológico completo Hausdorff y
µ : L→ G una medida.

1. µ es fuertemente aditiva si y sólo si es exhaustiva.
2. Si G = R, µ es absolutamente aditiva si y sólo si µ es fuertemente

aditiva. Además, si µ es acotada, entonces µ es exhaustiva.
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Medidas sobre álgebras efecto
Una medida no acotada pero sumable en cada sucesión ortogonal

Existen (Bn)n subconjuntos de N tales que:
I Bi ∩ Bj /∈ φ(N).
I Bi ∩ Bc

j /∈ φ(N), si i 6= j .
I Bc

i ∩ Bc
j /∈ φ(N).

Sean L = {∅} ∪ {N} ∪ {Bn : n ∈ N} ∪ {Bc
n : n ∈ N} y µ : L→ R tal que

µ(Bn) = n µ(Bc
n) = −n

µ(∅) = 0 µ(N) = 0

I (L,∪,∅,N) es álgebra efecto de conjuntos, con a ∪ b ∈ L⇔ a ∩ b = ∅ .
I µ es absolutamente aditiva: Por construcción de los Bn , las sucesiones

ortogonales (En)n de L son triviales, es decir, existe n0 ∈ N tal que

En = ∅ para todo n > n0, y por tanto,
∞∑

n=1

|µ(En)| < +∞ .

I µ no es acotada, ya que µ(Bn) = n para todo n ∈ N .
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16

Medidas sobre álgebras efecto
Sucesiones de medidas

Sea (L,⊕, 0, 1) un álgebra efecto, X espacio de Banach y µi : L→ X ,
i ∈ N medida.

1. (µi)i es puntualmente convergente si existe el ĺımite lim
i∈N

µi(a) para
todo a ∈ L.

2. (µi)i es puntualmente acotada si para cada a ∈ L existe αa > 0 tal
que ‖µi(a)‖ < αa para todo i ∈ N.

3. (µi)i es uniformemente acotada si existe α > 0 tal que
‖µi(a)‖ < α para todo a ∈ L y todo i ∈ N.
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Medidas sobre álgebras efecto
Sucesiones de medidas

Sea (L,⊕, 0, 1) un álgebra efecto, X espacio de Banach y µi : L→ X ,
i ∈ N medida.

1. (µi)i es uniformemente exhaustiva o fuertemente acotada si para
(an)n ⊆ L ortogonal, lim

n∈N
µi(an) = 0 uniformemente en i ∈ N.

2. (µi)i es uniformemente fuertemente aditiva si para (an)n ⊆ L

ortogonal,
( n∑

k=1
µi(ak )

)
n

converge uniformemente en i ∈ N.

3. (µi)i es uniformemente absolutamente aditiva si para (an)n ⊆ L

ortogonal,
( n∑

k=1
‖µi(ak )‖

)
n

converge uniformemente en i ∈ N.
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Medidas sobre álgebras efecto
Caracterización

Caracterización
Sea L un álgebra efecto, G un grupo topológico completo Hausdorff y
µi : L→ G, i ∈ N, una medida.

1. (µ)i es uniformemente fuertemente aditiva si y sólo si es
uniformemente exhaustiva.

2. Si G = R, si (µ)i es uniformemente exhaustiva, entonces es
uniformemente absolutamente aditiva.
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Medidas
Una sucesión de medidas unif. abs. aditiva no punt. acotada

Una sucesión de medidas unif. abs. aditiva no punt. acotada
Sea el álgebra de Boole A = P(N). Definimos, para cada a ∈ P(N),
i ∈ N,

µi(a) =
{

i, si 1 ∈ a;
0, si 1 /∈ a.

I (µi)i es uniformemente absolutamente aditiva, ya que si (ak )k es
sucesión de elementos disjuntos dos a dos, entonces o bien
∞∑

k=1
|µi(ak )| = 0 o bien

∞∑
k=1
|µi(ak )| = i uniformemente.

I No es puntualmente acotada, ya que para el conjunto {1} ∈ A,
µi({1}) = i → +∞.
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La variación de una medida
Definición

Sea L un álgebra efecto, X espacio de Banach y µ : L→ X una medida.
1. π = {e1, e2, . . . , en} es una descomposición de e ∈ L si ei ∈ L, con

i = 1, . . . , n, son ortogonales dos a dos y e = e1 ⊕ · · · ⊕ en .
2. |µ| : L→ [0,+∞] es la variación de µ en e ∈ L si

|µ|(e) = sup
π∈Π

{
∑
ei∈π

‖µ(ei)‖},

donde el supremo se calcula sobre la familia Π de todas las
descomposiciones π = {e1, e2, . . . , en} de e con ei ∈ L.

3. Si |µ|(1) < +∞, entonces se dice que µ es de variación acotada.

Nota
Si A es álgebra de Boole y µ : A → X es medida, |µ| también es medida, pero
en álgebras efecto, la subaditividad de la variación no está garantizada
(siguiente ejemplo).
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La variación de una medida
Una medida con variación no subaditiva

Sea L = {∅,X+,X−,Y +,Y−,R2}, donde
X+ = {(x , y) ∈ R2 : x ≥ 0} X− = {(x , y) ∈ R2 : x < 0}

Y + = {(x , y) ∈ R2 : y ≥ 0} Y− = {(x , y) ∈ R2 : y < 0}
y sea µ : L→ R tal que

µ(∅) = 0, µ(R2) = 2,
µ(X+) = 1, µ(X−) = 1,
µ(Y +) = 5, µ(Y−) = −3.

I L es álgebra efecto con la operación
A⊕ B = A ∪ B ⇔ A ∩ B = ∅.

I µ es una medida.
I |µ| no es subaditiva:

|µ|(X+) = 1,
|µ|(X−) = 1,

|µ|(X+ ∪ X−) = |µ|(R2) = 8.
Soledad Moreno Pulido — Medidas en álgebras efecto.
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Medidas
Propiedad RDP

Propiedad RDP
Sea L álgebra efecto. Se dice que L tiene la propiedad de
descomposición de Riesz (RDP) si para todo x ∈ L y a, b ∈ L
ortogonales tales que x ≤ a ⊕ b, existen x1, x2 ∈ L tales que x1 ≤ a,
x2 ≤ b y x = x1 ⊕ x2.

Ejemplo
L = R+[0, 1] = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1} es álgebra efecto (RDP).
(x ⊕ y = x + y ⇔ x + y ≤ 1).
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Medidas
Variación de una medida en un álgebra efecto

Teorema
Sea L álgebra efecto, X espacio de Banach y µ : L→ X una medida
finitamente aditiva. Sean e, f ∈ L ortogonales. Entonces:

1. |µ|(e) + |µ|(f ) ≤ |µ|(e ⊕ f ).
2. Si L es (RDP), |µ|(e ⊕ f ) ≤ |µ|(e) + |µ|(f ) (Subaditividad).

Corolario
(RDP)⇒ |µ| es medida finitamente aditiva (en la situación del teorema
anterior).

Nota
Para demostrar la subaditividad de la variación de una medida, es
necesaria alguna condición adicional sobre un álgebra efecto.
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Medidas
Variación de una medida en un álgebra efecto

Medidas complejas
Sea L un álgebra efecto y µ : L→ C una medida.

1. µ es acotada si y sólo si es de variación acotada.
2. µ es exhaustiva si y sólo si |µ| es exhaustiva.

Si G es un grupo completo normado y µ : L→ G es una medida de
variación acotada, entonces µ es fuertemente aditiva (y por tanto, µ es
exhaustiva por la caracterización).
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