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Algebras efecto

Un poco de historia

Figura: John von Neumann
Figura: Garret Birkhoff (1903 — 1957)
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Algebras efecto

Un poco de historia

Eresttyrmy

THE LOGIC OF QUANTUM MECHANICS
By Gaanerr Brsxmors axp Joux vox Navsan
(Received April 4, 195

1. Introduction. One of the aspects of quantum theory which has attracted
the most general attention, s the novelty of the logical notions which it pre-
supposes. Tt asserts that even a complete mathematical description of & physi-
cal system & does not in general ensble one to predict, with certainty the result
of an experiment on &, and that in particular one can never predict with cer-
tainy both the poition and the momentun of & (ebenbergs Uncertainty
Principle). It
and cannot be made on & mm\lllunemu\y (Briniie of Nomsommustaty of
Obeervations).
The object of the present paper is to discover what logical structure one may
ope to find in physical theories which, like quantum mechanics, do not, con-
form to clascal loge. Our main concluson, baced on acmistdy hoursic
arguments, is that one can reasonably expect to find a caleulus of propositions
which is formally indistinguishable from the calculus of linear subspaces with
respect to sel products, linear sums, and orthogonal complements—and resembles
the usual ealculus of propositions with respect to and, or, and not.
In order to avoid being committed to quantum theory in its present form, we

‘mechanics and its propositional calculi. The paper ends with a few tentative
conclusions which may be drawn from the material just summarized.
I. Paysicas B.cxa.mmo

2. Observations on physical systems. The concept of a physically observ-
able ¢ phynul system” is present in all i o ‘physics, and we shall

‘assume

T e that an “observaton” of 4 physical system @ can be deseribed

generally as & writing down of the readings from varioust cmnpqublz ‘measure-
ments. Thus if the measurements are denoted by the symbols 1,

It one pref

quent argumenta
‘Among conspicuous observables ia quantum theory sre position, momentum, energy,
‘and (aon-numerical) symmetey.

1936: Ldgica cudntica.

Algunas propesiciones de la
mecanica cuantica no pueden
explicarse con la logica
proposicional clasica.

Nuevas reglas para explicar
anomalias sobre'las mediciones
cuanticas.

Una de las diferencias mas
notables es que la propiedad
distributiva no se verifica.

Para modelizar'las mediciones
imprecisas = Algebras efecto
(1994).
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Algebras efecto

Definicion

Algebra efecto. Foulis y Bennet (1994)

Un algebra efecto es una estructura (L,®,0,1) dotada de dos
elementos especiales 0,1 € L y una operacion binaria parcialmente
definida @ que satisface, para todo p, g, r € L:

(E1) (Conmutativa) St p @ q esta definido, entonces g @ p estd definido

y
p®Hqg=qdp.

(E2) (Asociativa) St q @ r esta definido y p ® (g @ r) estad definido,

entonces p @ q esta definido, (p @ q) @ r estd definido y
(pog)@®r=pd(qor).

(E3) (Ortocomplemento) Para cada p € L, existe un tnico g € L tal que
p @ q esta definidoy p& g =1.

(E4) (Ley Cero-Uno) Si 1 @ p esta definido, entonces p = 0.
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Algebras efecto

Ejemplos

Algebras de Boole

Toda algebra de Boole es algebra efecto.

Definiendo p® g=pUqg< pnNqg=0, es facil comprobar que tenemos
todas las propiedades de algebra efecto.
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Algebras efecto

Ejemplo clésico de éalgebra efecto

» En mecanica cudntica, un-sistema fisico S se representa mediante
un espacio de Hilbert complejo y-separable #s.

» Un efecto del sistema S es un operador.autoadjunto ‘A definido en
Hs tal que O <A< 1.

Un operador es una aplicacién lineal y continua definida en Hs.
Operador cero: O : Hs — Hs, tal que O(x) = 0, para todo x € Hs.
Operador identidad: 1 : Hs — Hs, tal que 1(x) = x, para todo x € Hs.
A es un operador autoadjunto si (A(x), y) = (x,A(y)) para todo x,y € H.
A es positivo si (A(x),x) > 0 para cada x € H.s.

vV V.V v Vv Y

St A y B son operadores autoadjuntos, A < B si B — A es positivo.
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Algebras efecto

Ejemplo clésico de éalgebra efecto

Algebra efecto estandar
(L,®,0,1), donde

L={A:Hs — Hs/ A es un operador autoadjunto tal que O < A< 1}

y la operacion
APDB=A+B&A+B<L 1.

es un algebra efecto.

» Los efectos representan mediciones u observaciones imprecisas en
el sistema S.

» Las medidas valoradas en los efectos tienen un importante rol en la
mecanica cudntica estocdstica.
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Algebras efecto

Ejemplos

Algebra efecto de conjuntos

Sean X un conjunto y L € P(X) una familia de subconjuntos de X.
Diremos que L es un algebra efecto de conjuntos si L satisface las
siguientes condiciones:

(1) @ € L.
(2) Sta,beLyanb=g, entonces aUb € L.
(3) St a € L, entonces a“ € L.

Dado un conjunto X, la familia
#(X) ={a C X : a es finito o cofinito}

es algebra efecto de conjuntos.
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Algebras efecto

Ejemplos

Algebras efecto naturales

» Se dice que F es familia natural si 7 C P(N) y ¢o(N) C F
(¢0(X) familia de subconjuntos finitos de N).

» Se dice que F es algebra efecto natural si es familia natural con
estructura de algebra efecto de conjuntos.

Sea L algebra efecto de conjuntos. Sean a,b € L. Entonces,

aCbs a<hb.
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Algebras efecto

Ortogonalidad

Sea L algebra efectoy p,q €L
1. Diremos que p es ortogonal a g (p--L q), st p @ g esta definido.
2. Sea F ={a; : 1 < i< n} subconjunto finito de L.
Siaidam, a1 Eadas,...,a; Bad--- B .a, estdn definidos,
decimos que
F es conjunto ortogonal finito y definimos

]@Fzm Sa D a,

3. Un subconjunto G C L es ortogonal si cada subconjunto finito«de G
es ortogonal y ’@G =sup{®F : FCG,F ﬁnito}w st dicho supremo
existe.

4. Diremos que p < g st existe r € L tal que p L'ryp@r=gq.
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Medidas sobre algebras efecto

Definiciones

Sea (L,®,0,1) un algebra efecto, X espacio de Banach y . : L — X.
1. 1 es medida (finitamente aditiva) si para‘cada a,b € L
ortogonales, p(a @ b) = u(a) + u(b).
2. 11 es medida o—aditiva si para (a,), C L ortogonal tal que existe
EB a,, se tiene que p <@ a,,> = Z/L(Gn).
neN neN neN
3. 1 es medida acotada si sup{||u(a)|| : a € L} < +o0.
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Medidas sobre algebras efecto
Ejemplo

Ejemplo de medida acotada no oc—aditiva
Sea L = ¢(N), (subconjuntos finitos y cofinitos de N).
(a) = 0, si a es finito;
pmay= 1, si a es cofinito.

» 1 es medida.

» No es o—aditiva, ya que 1 = u(N) # Zu({i}) =0.
ieN
> 1 es acotada, ya que sup{|u(a)|:a € L} =1 < +o0.
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Medidas sobre algebras efecto

Definiciones

Sea (L,@,0,1) un algebra efecto, X espacio de Banachwy p: L — X.
1. 1 es medida exhaustiva o fuertementeacotada si para (a,), C L
ortogonal, lim x(a,) = 0.
2. p es medida fuertemente aditiva si para (a,); C L ortogonal,

Zp(an) converge en norma.
neN
3. u es medida absolutamente aditiva si para (a,), € L ortogonal,

S (@) < +oo.

neN
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Medidas sobre algebras efecto

Caracterizacion

Caracterizacion

Sea L un algebra efecto, G un grupo topoldgico completo Hausdorff y
w: L — G una medida.

1. p es fuertemente aditiva si y solo si es exhaustiva.

2. Si G =R, u es absolutamente aditiva si y sdlo si u es fuertemente
aditiva. Ademas, si u es acotada, entonces u es exhaustiva.
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Medidas sobre algebras efecto

Una medida no acotada pero sumable en cada sucesién ortogonal

Existen (B,), subconjuntos de N tales.que:

> BinB; ¢ ¢(N).

> BiNBj ¢ ¢(N), sti#]

> BiN B ¢ #(N).
Sean’Lz{@}U{N}U{Bn:nGN}U{BE:nEN}‘gu:L%Rtalque

w(Bn) =n 1(B;) = —n
u(@) =0 uw(N) =10

> (L,U,o,N) es algebra efecto de conjuntos, con ’ auUbelsanb=o

» 1 es absolutamente aditiva: Por construccion de los B,, las sucesiones
ortogonales (E,), de L son triviales, es decir, existe ng € N tal.que

E, = @ para todo n > ng, y por tanto, Z |[(En)| < +oo

> . no es acotada, ya que ’ 1(By) = n para todo n € N ‘
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Medidas sobre algebras efecto

Sucesiones de medidas

Sea (L,®,0,1) un algebra efecto, X espacio de Banach'y p;: L — X,
i € N medida.

1. (wi); es puntualmente convergente si existe,el limite lirlr\]]ui(a) para
ic
todo a € L.

2. (wi); es puntualmente acotada si para cada a €L existe ay > 0 tal
que [|pi(a)]] < a4 para todo i € N.

3. (wi); es uniformemente acotada si existe a > 0 tal que
lpi(@)|| < o para todo @ € L y todo i € N.
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Medidas sobre algebras efecto

Sucesiones de medidas

Sea (L,®,0,1) un algebra efecto, X espacio de Banach y p;: L= X,
i € N medida.

1. (ui); es uniformemente exhaustiva o fuertemente acotada si para
(as), C L ortogonal, lin&u,‘(an) = 0 uniformemente en i€ N.
ne

2. (u); es uniformemente fuertemente aditiva si‘para(a,), C/L

n
ortogonal, (Z /L,‘(Uk)) converge uniformemente en i € N.
k=1 0

3. (u); es uniformemente absolutamente aditiva si para (a,),C L

n
ortogonal, (Z |/L((Gk)||> converge uniformemente eni € N
k=1 N
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Medidas sobre algebras efecto

Caracterizacion

Caracterizacion

Sea L un algebra efecto, G un grupo topoldgico completo Hausdorff y
wi: L — G, i €N, una medida.

1. (u); es uniformemente fuertemente aditiva si y sélo si es
uniformemente exhaustiva.

2. St G =R, si (u); es uniformemente exhaustiva, entonces es
uniformemente absolutamente aditiva.
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Medidas

Una sucesidn de medidas unif. abs. aditiva no punt. acotada

Sea el algebra de Boole A = P(N). Definimos, para cada a € P(N),

(€N,
{a) = i, sileaq
9 =1 0 sil¢a.

3

> (11;); es uniformemente absolutamente aditiva, ya que si (ax), es
suceSLon de elementos dlSJuntOS dos a dos, entonces o bien

Z |i(ak)] = 0 o bien Z |ui(ak)| = i uniformemente.
k=1 k=1

» No es puntualmente acotada, ya que para el conjunto {1} € A,
pi({1}) = i = +oo.
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La variacion de una medida

Definicién

Sea L un algebra efecto, X espacio de Banach.y p: L' X una medida.

1. m={ei, ez, ..., e,} es una-descomposicion de e € Lsi e; € L, con
i=1,...,n,son ortogonales dos ados y e =e; @:-- Be,.

2. |p| s L — [0, 400] es la variacién de p en-e € L si
ul(e) = sup{ D (e}
mell e €

donde el supremo se calcula sobre la familia II de todas las
descomposiciones m = {ei, e2,...,e,} de e con e; € L.

3. St |p[(1) < +o0, entonces se dice que p es de variacion acotada.

Si A es algebra de Boole y 11 : A — X es medida,
en algebras efecto, la subaditividad de la variacion no esta garantizada
(siguiente ejemplo).

w| también es medida, pero
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La variacion de una medida

Una medida con variacién no subaditiva

Sea L= {@, X7, X", Y Y~ R*, donde

XT ={(x,y) eR’ : x > 0} X& T j)e R : x < 0}

Yt ={(x,y) € R?: y > 0} Y~ ={(%y) &R’ : y < 0}
yseap:L—R tabgg(i —0 M(Rz) _2
p(X*) =1 XN =1,
p(Y") =5 p(Y7) X3

> [ es algebra efecto con la operacidn

ADB=AUB& ANB=0.

> 1 es una medida.
> |4] no es subaditiva:

l(x*) =1,
(XY =1,
(X UX7) = [l () = 8,
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Medidas

Propiedad RDP

Propiedad RDP

Sea L algebra efecto. Se dice que L tiene la propiedad de
descomposicion de Riesz (RDP) si para todo x € Ly a,b e L
ortogonales tales que x < a @ b, existen x1,x2 € L tales que x1 < q,
x<byx=x&x.

|

Ejemplo

L=R"[0,1]={xeR:0<x <1} es algebra efecto (RDP).
xPy=x+ysx+y<).
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Medidas

Variacién de una medida en un algebra efecto

Teorema

Sea L éalgebra efecto, X espacio de Banach y p: L — X una medida
finitamente aditiva. Sean e, f € L ortogonales. Entonces:

1. |ul(e) + |ul(f) < |ul(e & f).
2. St L es (RDP), |u|(e® ) < |ul(e) + |u|(f) (Subaditividad).

Corolario

(RDP)= |u| es medida finitamente aditiva (en la situacién del teorema
anterior).

| \

Para demostrar la subaditividad de la variacion de una medida, es
necesaria alguna condicién adicional sobre un élgebra efecto.
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Medidas

Variacién de una medida en un algebra efecto

Medidas complejas

Sea L un algebra efecto y p: L — C una medida.
1. 1 es acotada si y solo si es de variacion acotada.

2. u es exhaustiva si y sélo si || es exhaustiva.

Si G es un grupo completo normado y v : L — G es una medida de
variacion acotada, entonces 4 es fuertemente aditiva (y por tanto, p es
exhaustiva por la caracterizacion).
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