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1. Introducción a la convergencia estad́ıstica.

La idea de convergencia estad́ıstica se debe a A. Zygmund en la primera edición
de su monograf́ıa “Trigonometrical Series” publicada en Varsovia en 1935 bajo el
nombre de “casi convergencia” (“almost convergence”).

M.C. Listán Convergencia estad́ıstica FQM-257 3 / 31



1. Introducción a la convergencia estad́ıstica.

La idea de convergencia estad́ıstica se debe a A. Zygmund en la primera edición
de su monograf́ıa “Trigonometrical Series” publicada en Varsovia en 1935 bajo el
nombre de “casi convergencia” (“almost convergence”).

M.C. Listán Convergencia estad́ıstica FQM-257 3 / 31



Zygmund introdujo este concepto para sucesiones o series de la siguiente manera:

donde definió la densidad de un conjunto como:

es decir, d(A) = lim
n

|A(n)|
n

, donde A(n) = {k 2 A : k  n}.
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donde definió la densidad de un conjunto como:

es decir, d(A) = lim
n

|A(n)|
n

, donde A(n) = {k 2 A : k  n}.

M.C. Listán Convergencia estad́ıstica FQM-257 4 / 31



La densidad verifica las siguientes propiedades:

1 0  d(A)  1
2

d(A [ B)  d(A) + d(B)
3

d(N) = 1
4

d(Ac) = 1� d(A)

En términos de densidades, Zygmund dio una condición necesaria y suficiente para
que una sucesión sea casi convergente:

es decir, una sucesión (x
n

)
n

es casi convergente a x si y sólo si para cada " > 0
existe un conjunto A con d(A) = 1 tal que si n 2 A entonces |x

n

� x |  ",
o equivalentemente, si para cada " > 0 existe un conjunto A con d(A) = 0 tal que
si n 2 A entonces |x

n

� x | > ".
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En términos de densidades, Zygmund dio una condición necesaria y suficiente para
que una sucesión sea casi convergente:

es decir, una sucesión (x
n

)
n

es casi convergente a x si y sólo si para cada " > 0
existe un conjunto A con d(A) = 1 tal que si n 2 A entonces |x

n

� x |  ",
o equivalentemente, si para cada " > 0 existe un conjunto A con d(A) = 0 tal que
si n 2 A entonces |x

n

� x | > ".

M.C. Listán Convergencia estad́ıstica FQM-257 5 / 31



La densidad verifica las siguientes propiedades:
1 0  d(A)  1
2

d(A [ B)  d(A) + d(B)
3

d(N) = 1
4

d(Ac) = 1� d(A)
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EJEMPLO:

Sea X = R el espacio de Banach de los números reales y consideramos la sucesión

(x
n

)
n

= (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, . . . )

Está claro que lim
n

x

n

no existe.

Sin embargo, si consideramos A = {n 2 N : n = k

2 para algún k 2 N}, se tiene
que

d(A) = lim
n

|A(n)|
n

= lim
n

[
p
n]

n

= 0

aśı, que para cada " > 0 el conjunto de los n 2 N tales que |x
n

| < " tiene densidad
1, luego (x

n

)
n

casi converge a 0.

M.C. Listán Convergencia estad́ıstica FQM-257 6 / 31



EJEMPLO:

Sea X = R el espacio de Banach de los números reales y consideramos la sucesión

(x
n

)
n

= (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, . . . )
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El concepto de convergencia estad́ıstica fue definido formalmente, hace poco más
de medio siglo, por H. Steinhaus en una conferencia en la universidad de Wroclow
(Polonia) en 1949.

H. Steinhaus, “Sur la Convergence Ordinaire et la Convergence
Asymptotique”, Colloquium Mathematicum, Vol. 2, 1951, pp. 73–74.

H. Fast en 1951 introdujo una extensión del concepto de convergencia estad́ıstica
en:

Fast, H. “Sur la convergence statistique”. (French) Colloquium Math. 2
(1951), 241–244 (1952)
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Finalmente, decir que multitud de generalizaciones y aplicaciones sobre este tema
se han discutido en varias áreas como:

Teoŕıa de la medida.

Teoŕıa de aproximación.

Espacios localmente convexos.

Estudio de la compactificación de Stone-Čech del conjunto de los números
naturales.

Análisis de Fourier.

Teoŕıa de números.

...
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2. Introducción a la convergencia f -estad́ıstica.

El concepto de convergencia f�estad́ıstica fue introducido por Antonio Aizpuru
en el año 2007, como sigue:

Sea f : R+ �! R+ una función módulo o simplemente módulo que verifica:
1

f (x) = 0 () x = 0
2

f (x + y)  f (x) + f (y) para cada x , y � 0
3

f es creciente
4

f es continua a la derecha del cero

EJEMPLOS:

f (x) = x

1+x

f (x) = x

p, con 0 < p  1 f (x) = log(1 + x)
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f (x) = x

p, con 0 < p  1 f (x) = log(1 + x)

M.C. Listán Convergencia estad́ıstica FQM-257 10 / 31



A partir de un módulo se introduce el concepto de f�densidad de un conjunto de
números naturales como

d

f

(A) = lim
n

f (|A(n)|)
f (n)

donde A(n) = {k 2 A : k  n}.

Propiedades:

1 0  d

f

(A)  1
2

d

f

(A [ B)  d

f

(A) + d

f

(B)
3

d

f

(N) = 1
4

d

f

(Ac) 6= 1� d

f

(A) (en general)
Consideramos f (x) = log(1 + x), entonces si P denota el conjunto de los
números pares e I el de los impares tenemos que P = I

c sin embargo,

d

f

(P) = d

f

(I ) = lim
n

log([n/2])

log(n)
= 1

5 Si d
f

(A) = 0 entonces d
f

(Ac) = 1.
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números naturales como

d

f

(A) = lim
n

f (|A(n)|)
f (n)

donde A(n) = {k 2 A : k  n}.

Propiedades:

1 0  d

f

(A)  1
2

d

f

(A [ B)  d

f

(A) + d

f

(B)

3

d

f

(N) = 1
4

d

f

(Ac) 6= 1� d

f

(A) (en general)
Consideramos f (x) = log(1 + x), entonces si P denota el conjunto de los
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