Definicion
Sea X un espacio normado y sea (x,), una sucesion en X. Diremos que el limite
f —estadistico de (x,), es x y escribiremos f — stlim x, = x si para cada € > 0 se

verifica que
de({neN : |[x,— x| >¢e})=0
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Sea X un espacio normado y sea (x,), una sucesion en X. Diremos que el limite
f —estadistico de (x,), es x y escribiremos f — stlim x, = x si para cada € > 0 se

verifica que
de({neN : |[x,— x| >¢e})=0

usual | f—estadistica f —estadistica estadistica
para todo médulo para algiin médulo
usual = = =

f —estadistica

para todo médulo = = =
f —estadistica =

para algiin médulo 75 75 di(A) =0=d(A)=0

estadistica - 2 (%) = para f = id
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Definicion
Sea X un espacio normado y sea (x,), una sucesion en X. Diremos que el limite
f —estadistico de (x,), es x y escribiremos f — stlim x, = x si para cada € > 0 se

verifica que
de({neN : |[x,— x| >¢e})=0

usual | f—estadistica f —estadistica estadistica
para todo médulo para algiin médulo
usual = = =

f —estadistica

para todo médulo = = =
f —estadistica =

para algiin médulo 75 75 di(A) =0=d(A)=0

estadistica - 2 (%) = para f = id

(*) si consideramos la sucesién (x,) = (1,0,0,1,0,0...) y la funcién médulo
f(x) = log(1 + x), entonces como ya vimos stlim x, = 0 sin embargo

de({n € N : n= k? para algin k € N}) = Z, luego no puede existir el

f —estadistico limite.
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3. Primeros resultados sobre la convergencia f —estadistica.

Teorema (Caracterizacién de la convergencia f—estadistica)

Sea (x,), una sucesion en un espacio normado X y f un mddulo no acotado.
Entonces f — stlim x, = x si y sélo si existe A C N tal que df(A) =0y
n

lim x, = x.
neN\A
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3. Primeros resultados sobre la convergencia f —estadistica.

Teorema (Caracterizacién de la convergencia f—estadistica)
Sea (x,), una sucesion en un espacio normado X y f un mddulo no acotado.
Entonces f — stlim x, = x si y sélo si existe A C N tal que df(A) =0y

n

lim x, = x.
neN\A

Definicidn

Diremos que una sucesion (x,), es f —estadisticamente de Cauchy si para cada
e >0 existe N € N tal que de({n € N : ||x, — xn|| > €}) = 0.
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3. Primeros resultados sobre la convergencia f —estadistica.

Teorema (Caracterizacién de la convergencia f—estadistica)
Sea (x,), una sucesion en un espacio normado X y f un mddulo no acotado.
Entonces f — stlim x, = x si y sélo si existe A C N tal que df(A) =0y

n

lim x, = x.
neN\A

Definicidn

Diremos que una sucesion (x,), es f —estadisticamente de Cauchy si para cada
e >0 existe N € N tal que de({n € N : ||x, — xn|| > €}) = 0.

Teorema

Sea X un espacio de Banach, f un mddulo no acotado y sea (x,)
f —estadisticamente de Cauchy. Entonces (x,)
convergente.

, una sucesion

, €S f —estadisticamente
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Si A C N es infinito entonces existe un médulo no acotado f tal que df(A) = 1.
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Si A C N es infinito entonces existe un médulo no acotado f tal que df(A) = 1.

Por ejemplo si consideramos A= {n € N : n = k? para algiin k € N}, Ia
correspondiente funcién mdédulo que nos proporciona el lema es:
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Si A C N es infinito entonces existe un médulo no acotado f tal que df(A) = 1.

Por ejemplo si consideramos A= {n € N : n = k? para algiin k € N}, Ia
correspondiente funcién mdédulo que nos proporciona el lema es:
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Si A C N es infinito entonces existe un médulo no acotado f tal que df(A) = 1.

Por ejemplo si consideramos A= {n € N : n = k? para algiin k € N}, Ia
correspondiente funcién mdédulo que nos proporciona el lema es:

Teorema

Sea (xp), una sucesion en X. Si para cada médulo no acotado f existe el
f — stlim x,, entonces todos estos limites son el mismo x € X y (x,), converge a x
n

en sentido ordinario.
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Definimos g : N — N por:
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Definimos g : N — N por:
g(1) =1
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Definimos g : N — N por:
g(l)=1
g(2) = min{n : |A(n)| = 2}
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Definimos g : N — N por:

g(l)=1

g(2) = min{n : |A(n)| = 2}

ysik>2 g(lk+1)=max{min{n: |A(n)| =1+ g(k)},2 g(k) — g(k —1)}.
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Definimos g : N — N por:

g(1) =1
g(2) = min{n |A(n)| = 2}
ysik>2 g(lk+1)=max{min{n: |A(n)| =1+ g(k)},2 g(k) — g(k —1)}.

Tenemos que g asi definida es creciente y ademds se verifica que

|A(g(k +1))] > 1+ g(k).

FQM-257  15/31
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Definimos g : N — N por:

g(1) =1
g(2) = min{n |A(n)| = 2}
ysik>2 g(lk+1)=max{min{n: |A(n)| =1+ g(k)},2 g(k) — g(k —1)}.

Tenemos que g asi definida es creciente y ademds se verifica que
[Alg(k +1))| = 1+ g(k).

Definimos ahora f : [0,00) — [0, 00) de la siguiente forma:
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Definimos g : N — N por:

g(1)=1

g(2) = min{n : |A(n)| = 2}

ysik>2 g(lk+1)=max{min{n: |A(n)| =1+ g(k)},2 g(k) — g(k —1)}.

Tenemos que g asi definida es creciente y ademds se verifica que
[Alg(k +1))| = 1+ g(k).

Definimos ahora f : [0,00) — [0, 00) de la siguiente forma:
f(0)=0
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Definimos g : N — N por:

g(1)=1

g(2) = min{n : |A(n)| = 2}

ysik>2 g(lk+1)=max{min{n: |A(n)| =1+ g(k)},2 g(k) — g(k —1)}.

Tenemos que g asi definida es creciente y ademds se verifica que
[Alg(k +1))| = 1+ g(k).

Definimos ahora f : [0,00) — [0, 00) de la siguiente forma:
f(0)=0
f(l)=1
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Definimos g : N — N por:

g(1)=1

g(2) = min{n : |A(n)| = 2}

ysik>2 g(lk+1)=max{min{n: |A(n)| =1+ g(k)},2 g(k) — g(k —1)}.

Tenemos que g asi definida es creciente y ademds se verifica que

|A(g(k +1))] > 1+ g(k).

Definimos ahora f : [0,00) — [0, 00) de la siguiente forma:
f(0)=0
f(l)=1

n €N, f(g(n)) = ny extendemos f con continuidad a [0, c0) por segmentos.
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Definimos g : N — N por:

g(1)=1

g(2) = min{n : |A(n)| = 2}

ysik>2 g(lk+1)=max{min{n: |A(n)| =1+ g(k)},2 g(k) — g(k —1)}.

Tenemos que g asi definida es creciente y ademds se verifica que
[Alg(k+1))] = 1+ g(k).

Definimos ahora f : [0,00) — [0, 00) de la siguiente forma:

f(0)=0

f(l)=1

n €N, f(g(n)) = ny extendemos f con continuidad a [0, c0) por segmentos.

Observemos que:
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Definimos g : N — N por:

g(1)=1

g(2) = min{n : |A(n)| = 2}

ysik>2 g(lk+1)=max{min{n: |A(n)| =1+ g(k)},2 g(k) — g(k —1)}.

Tenemos que g asi definida es creciente y ademds se verifica que
[Alg(k +1))| = 1+ g(k).

Definimos ahora f : [0,00) — [0, 00) de la siguiente forma:
f(0)=0
f(l)=1

n €N, f(g(n)) = ny extendemos f con continuidad a [0, c0) por segmentos.

oo F o)
g(2)) — (g1
ORI
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Definimos g : N — N por:

g(1) =1
g(2) = min{n |A(n)| = 2}
ysik>2 g(lk+1)=max{min{n: |A(n)| =1+ g(k)},2 g(k) — g(k —1)}.

Tenemos que g asi definida es creciente y ademds se verifica que
[Alg(k +1))| = 1+ g(k).

Definimos ahora f : [0,00) — [0, 00) de la siguiente forma:
f(0)=0
f(l)=1

n €N, f(g(n)) = ny extendemos f con continuidad a [0, c0) por segmentos.

Observemos que:
fle(2) = fle()) 1 gy s, flalk+1))—Flalk)) _ fle(k)) — Flglk — 1))

g(2) — g(1) glk+1)—g(k) = glk)—g(k—-1)
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Definimos g : N — N por:

g(l)=1

g(2) = min{n : |A(n)| = 2}

ysik>2 g(lk+1)=max{min{n: |A(n)| =1+ g(k)},2 g(k) — g(k —1)}.

Tenemos que g asi definida es creciente y ademds se verifica que
[Alg(k +1))| = 1+ g(k).

Definimos ahora f : [0,00) — [0, 00) de la siguiente forma:
f(0)=0
f(l)=1

n €N, f(g(n)) = ny extendemos f con continuidad a [0, c0) por segmentos.

Observemos que:
f(g(2)) — f(g(1)) - f(g(k+1)) —f(g(k)) _ f(g(k)) —f(g(k—1))
e —gt) = VIER Tk ) g = gk —glk—1)

de aqui se deduce que las correspondientes pendientes de los segmentos que
forman la grafica de f van decreciendo y que si x, y € [0, +00) entonces

f(x+y) < f(x)+f(y).
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Definimos g : N — N por:

g(1)=1

g(2) = min{n : |A(n)| = 2}

ysik>2 g(lk+1)=max{min{n: |A(n)| =1+ g(k)},2 g(k) — g(k —1)}.

Tenemos que g asi definida es creciente y ademds se verifica que
[Alg(k+1))] = 1+ g(k).

Definimos ahora f : [0,00) — [0, 00) de la siguiente forma:

f(0)=0

f(l)=1

n €N, f(g(n)) = ny extendemos f con continuidad a [0, c0) por segmentos.

Observemos que:
f(g(2)) — f(g(1)) flg(k +1)) — flg(k)) _ flg(k)) — flg(k —1))

<lysik>2

g(2) — g(1) glk+1)—g(k) = glk)—g(k—-1)

de aqui se deduce que las correspondientes pendientes de los segmentos que
forman la grafica de f van decreciendo y que si x, y € [0, +00) entonces
f(x+y) < f(x)+£(y).

Por tanto tenemos que f es un mddulo no acotado.
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Veamos que df(A) = 1.
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Veamos que df(A) = 1.

Para k > g(2) existe n € N tal que g(n+1) < k < g(n+2).
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Veamos que df(A) = 1.
Para k > g(2) existe n € N tal que g(n+1) < k < g(n+2).

Y entonces sera
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Veamos que df(A) = 1.
Para k > g(2) existe n € N tal que g(n+1) < k < g(n+2).

Y entonces sera

FIAK)) - FAE(+ 1)) _ F+g(m) _ fle(m) _

f(k) — f(gn+1) ~ f(gn+2) ~ f(g(n+2)) = h 12 — 1.
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Veamos que df(A) = 1.
Para k > g(2) existe n € N tal que g(n+1) < k < g(n+2).

Y entonces sera

FIAK)) - FAE(+ 1)) _ F+g(m) _ fle(m) _

f(k) — f(gn+1) ~ f(gn+2) ~ f(g(n+2)) = h 12 — 1.

Luego de aqui se deduce que df(A) = 1.
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f- densidad doble y convergencia estadistica

Sea f una funcién mddulo no acotada, se define la f —densidad doble de un

f(lA [
conjunto A g N2 por dz’f(A) — limlim (| (P, q, ’7_/)|)
iiopa  f(pq)
exterior exista en sentido Prinsgheim, donde

A(p,q,i,j) ={(a,b) e A:i<a<p,j<b<q}

siempre que el limite mas
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f- densidad doble y convergencia estadistica

Sea f una funcién mddulo no acotada, se define la f —densidad doble de un

f(lA [
conjunto A g N2 por dz’f(A) — limlim (| (P, q, ’7_/)|)
iiopa  f(pq)
exterior exista en sentido Prinsgheim, donde

A(p,q,i,j) ={(a,b) e A:i<a<p,j<b<q}

siempre que el limite mas

Propiedades:
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f- densidad doble y convergencia estadistica

Sea f una funcién mddulo no acotada, se define la f —densidad doble de un

f(lA [
conjunto A g N2 por dz’f(A) — limlim (| (P, q, ’7_/)|)
iiopa  f(pq)
exterior exista en sentido Prinsgheim, donde

A(p,q,i,j) ={(a,b) e A:i<a<p,j<b<q}

siempre que el limite mas

Propiedades:
@ 0<d(A)<1
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f- densidad doble y convergencia estadistica

Sea f una funcién mddulo no acotada, se define la f —densidad doble de un

f(lA [
conjunto A g N2 por dz’f(A) — limlim (| (P, q, ’7_/)|)
iiopa  f(pq)
exterior exista en sentido Prinsgheim, donde

A(p,q,i,j) ={(a,b) e A:i<a<p,j<b<q}

siempre que el limite mas

Propiedades:
@ 0<d(A)<1
Q@ b (AUB) < drr(A)+ dar(B)
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f- densidad doble y convergencia estadistica

Sea f una funcién mddulo no acotada, se define la f —densidad doble de un

f(lA [
conjunto A g N2 por dz’f(A) — limlim (| (P, q, ’7_/)|)
iiopa  f(pq)
exterior exista en sentido Prinsgheim, donde

A(p,q,i,j) ={(a,b) e A:i<a<p,j<b<q}

siempre que el limite mas

Propiedades:
Q@ 0<ds(A) <1
Q@ b (AUB) < drr(A)+ dar(B)
Q Si db r(N?) existe debe ser 1
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f- densidad doble y convergencia estadistica

Sea f una funcién mddulo no acotada, se define la f —densidad doble de un

f(lA [
conjunto A g N2 por dz’f(A) — limlim (| (P, q, ’7_/)|)
iiopa  f(pq)
exterior exista en sentido Prinsgheim, donde

A(p,q,i,j) ={(a,b) e A:i<a<p,j<b<q}

siempre que el limite mas

Propiedades:
@ 0<d(A)<1
Q@ b (AUB) < drr(A)+ dar(B)

Q Si db r(N?) existe debe ser 1
Se puede construir un médulo g que verifica que

2 .o o o
fiminflim inf EUN P @ 0AD oy ine 8P = T+ (g =/ + 1))

<
i Pa g(pq) X g(pq) -

1
2

y por lo tanto d> -(N?) no existe.
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f- densidad doble y convergencia estadistica

Sea f una funcién mddulo no acotada, se define la f —densidad doble de un

f(lA [
conjunto A g N2 por dz’f(A) — limlim (| (P, q, ’7_/)|)
iiopa  f(pq)
exterior exista en sentido Prinsgheim, donde

A(p,q,i,j) ={(a,b) e A:i<a<p,j<b<q}

siempre que el limite mas

Propiedades:
@ 0<d(A)<1
Q@ b (AUB) < drr(A)+ dar(B)

Q Si db r(N?) existe debe ser 1
Se puede construir un médulo g que verifica que

2 . o o
P g(pq) i P g(pq)

1
< =
-2

y por lo tanto d> -(N?) no existe.
Q@ dbr(A°) #1— drr(A) (en general)
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f- densidad doble y convergencia estadistica

Sea f una funcién mddulo no acotada, se define la f —densidad doble de un

f(lA [
conjunto A g N2 por dz’f(A) — limlim (| (P, q, ’7_/)|)
iiopa  f(pq)
exterior exista en sentido Prinsgheim, donde

A(p,q,i,j) ={(a,b) e A:i<a<p,j<b<q}

siempre que el limite mas

Propiedades:
@ 0<d(A)<1
Q@ b (AUB) < drr(A)+ dar(B)

Q Si db r(N?) existe debe ser 1
Se puede construir un médulo g que verifica que

2 . o o
P g(pq) i P g(pq)

1
< =
-2

y por lo tanto d> -(N?) no existe.
do.r(A°) # 1 — dy ¢(A) (en general)

Si f es una funcién médulo tal que d> (N?) = 1 entonces si da r(A) =0 se
tiene que dy r(A°) =1

© 0
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Propiedad suficientes para que exista la densidad de N2:
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Propiedad suficientes para que exista la densidad de N2:

f(r(l— 1))
-

Q supliminf
m r
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Propiedad suficientes para que exista la densidad de N2:

f(r(l— 1))
-

@ Que f sea finalmente cdncava.

Q supliminf
m r
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Propiedad suficientes para que exista la densidad de N2:

f(r-2)) _

(1) s;lqplimrinf ) 1.
@ Que f sea finalmente cdncava.
Q@ inf M > 0.

neN n
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Propiedad suficientes para que exista la densidad de N?:

(=)
o sgqpllmrmf ) =1,

@ Que f sea finalmente cdncava.

Q inf M > 0.
neN n

V.
Definicién
Sea X un espacio normado y (xij); una sucesién de X. Diremos que (xj;); es

f —estadisticamente convergente a x, y escribiremos f — stlim x;; = x, si para cada
ij

e > 0 tenemos que d r({(i,j) € N*: ||x; — x|| > €}) = 0.

FQM-257 18 /31
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Propiedad suficientes para que exista la densidad de N?:

F(r(l— 1))

(1) sgqplimrinf ) =1.
@ Que f sea finalmente cdncava.
Q@ inf M > 0.

neN n

Definicién
Sea X un espacio normado y (xij); una sucesién de X. Diremos que (xj;); es

f —estadisticamente convergente a x, y escribiremos f — stlim x;; = x, si para cada
ij

e > 0 tenemos que da r({(i,j) € N : ||x; — x|| > €}) = 0.

| A

Teorema (Caracterizacién de la convergencia f—estadistica doble)

Sea (XU)U una sucesion en un espacio normado X y f un mdédulo no acotado.

Entonces f — stlim x;; = x si y sdlo si existe A C N? tal que dr ¢(A) =0y
ij
lim  x; = x.
(1))EN2\ A
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Definicién
Diremos que la sucesion doble (x;;).. es f —estadisticamente de Cauchy si para

ij

cadae >0 y cada | € N existen M, N > | tal que

do.r({(i,j) € N*: [|xj — xun| > €}) = 0.
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Definicién
Diremos que la sucesion doble (x;;).. es f —estadisticamente de Cauchy si para

ij

cadae >0 y cada | € N existen M, N > | tal que

o, ({(7,J) € N? - [x — xaan]] > }) = 0.

Teorema

Sea X un espacio de Banach, f un mddulo no acotado y sea (XU)U una sucesion

doble en X, entonces si (x); es f—estadisticamente de Cauchy, (x;); es
f —estadisticamente convergente.
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Teorema

Sea (XU)U una sucesion en X. Si para cada mddulo no acotado f existe

f — stlim x;; entonces todos estos limites son el mismo x € X y (x;;),; converge a x
ij

en sentido Prinsgheim.
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Teorema

Sea (XU)U una sucesion en X. Si para cada mddulo no acotado f existe

f — stlim x;; entonces todos estos limites son el mismo x € X y (x;;),; converge a x
ij

en sentido Prinsgheim.

Si A C N es infinito entonces existe un modulo no acotado f tal que

jimy (AW
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Teorema

Sea (XU)U una sucesion en X. Si para cada mddulo no acotado f existe

f — stlim x;; entonces todos estos limites son el mismo x € X y (x;;),; converge a x
ij

en sentido Prinsgheim.

Si A C N es infinito entonces existe un modulo no acotado f tal que

jimy (AW

Si B C N es infinito y consideramos Dg = {(p, q) € N? : p = q € B}, entonces
g(|DB(P7q,’,J)|) —

existe un mdédulo no acotado g tal que lim sup; lim SUP, 4 o Gl
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Teorema

Sea (XU)U una sucesion en X. Si para cada mddulo no acotado f existe

f — stlim x;; entonces todos estos limites son el mismo x € X y (x;;),; converge a x
ij

en sentido Prinsgheim.

Si A C N es infinito entonces existe un modulo no acotado f tal que

jimy (AW

Si B C N es infinito y consideramos Dg = {(p,q) € N> : p = q € B}, entonces

existe un mdédulo no acotado g tal que lim sup; lim SUP, 4 o Gl

Sea (p«), ¥ (qk), dos sucesiones estrictamente crecientes y consideramos
A= {(pk,qx) : k € N}, B={max{px,qx}: k € N} y Dg como en el lema
anterior. Dados i, j € N existe n € N tal que para cadap >1iyq > |,

|Ds(p,q,i,j)| < |A(p,q,i,j)| + n.
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Convergencia f—estadistica, completitud y f—puntos de acumulacion

Definicién
Sea X un espacio normado y f un médulo no acotado, diremos que la sucesion
(xn), € X es f—estadisticamente nula si para cada € > 0,

dr({n € N: [|xp|| # 0}) = 0.
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Convergencia f—estadistica, completitud y f—puntos de acumulacion

Definicién
Sea X un espacio normado y f un médulo no acotado, diremos que la sucesion
(xn), € X es f—estadisticamente nula si para cada € > 0,

dr({n € N: [|xp|| # 0}) = 0.

Teorema

Sea X un espacio normado y f un mddulo no acotado. Si(x,), C X es
f —estadisticamente convergente entonces tiene una subsucesion convergente.

M.C. Listan Convergencia estadistica FQM-257




Convergencia f—estadistica, completitud y f—puntos de acumulacion

Definicién
Sea X un espacio normado y f un médulo no acotado, diremos que la sucesion
(xn), € X es f—estadisticamente nula si para cada € > 0,

dr({n € N: [|xp|| # 0}) = 0.

Teorema

Sea X un espacio normado y f un mddulo no acotado. Si(x,), C X es
f —estadisticamente convergente entonces tiene una subsucesion convergente.

Teorema

Sea X un espacio normado y f un médulo no acotado. Si(x,), C X es
f —estadisticamente de Cauchy, entonces tiene una subsucesion de Cauchy.
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Teorema

Sea X un espacio normado, entonces son equivalentes:
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Sea X un espacio normado, entonces son equivalentes:
Q X es completo.

© Para cada médulo no acotado f cada sucesion f—estadisticamente de Cauchy
(xn),, (xn), es f—estadisticamente convergente.
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Sea X un espacio normado, entonces son equivalentes:
Q X es completo.
© Para cada médulo no acotado f cada sucesion f—estadisticamente de Cauchy
(xn),, (xn), es f—estadisticamente convergente.

@ Existe un médulo no acotado f tal que si la sucesion (xp,), es
f —estadisticamente de Cauchy entonces es f —estadisticamente convergente.
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Q X es completo.
© Para cada médulo no acotado f cada sucesion f—estadisticamente de Cauchy
(xn),, (xn), es f—estadisticamente convergente.

@ Existe un médulo no acotado f tal que si la sucesion (xp,), es
f —estadisticamente de Cauchy entonces es f —estadisticamente convergente.

Definicidn

| A

Sea X un espacio de Banach, (x,), C X entonces para cada K C N infinito,
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Teorema

Sea X un espacio normado, entonces son equivalentes:
Q X es completo.
© Para cada médulo no acotado f cada sucesion f—estadisticamente de Cauchy
(xn),, (xn), es f—estadisticamente convergente.

@ Existe un médulo no acotado f tal que si la sucesion (xp,), es
f —estadisticamente de Cauchy entonces es f —estadisticamente convergente.

Definicidn

| \

Sea X un espacio de Banach, (x,), C X entonces para cada K C N infinito,

e si d(K) =0, entonces (xp),c Se dice que es una subsucesidn fina de (x,),,
en otro caso, se dice que es no-fina.
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Teorema

Sea X un espacio normado, entonces son equivalentes:
Q X es completo.
© Para cada médulo no acotado f cada sucesion f—estadisticamente de Cauchy
(xn),, (xn), es f—estadisticamente convergente.

@ Existe un médulo no acotado f tal que si la sucesion (xp,), es
f —estadisticamente de Cauchy entonces es f —estadisticamente convergente.

Definicidn

| \

Sea X un espacio de Banach, (x,), C X entonces para cada K C N infinito,

e si d(K) =0, entonces (xp),c Se dice que es una subsucesidn fina de (x,),,
en otro caso, se dice que es no-fina.

o si df(K) = 0, entonces (x,),c Se dice que es una subsucesion f—fina de
(xn),, en otro caso, se dice que es no—f—fina.
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Teorema

Sea X un espacio normado, entonces son equivalentes:
Q X es completo.

© Para cada médulo no acotado f cada sucesion f—estadisticamente de Cauchy
(xn),, (xn), es f—estadisticamente convergente.

@ Existe un médulo no acotado f tal que si la sucesion (xp,), es
f —estadisticamente de Cauchy entonces es f —estadisticamente convergente.

Definicidn

| \

Sea X un espacio de Banach, (x,), C X entonces para cada K C N infinito,

e si d(K) =0, entonces (xp),c Se dice que es una subsucesidn fina de (x,),,
en otro caso, se dice que es no-fina.

o si df(K) = 0, entonces (x,),c Se dice que es una subsucesion f—fina de
(xn),, en otro caso, se dice que es no—f—fina.

Teorema

Sea X un espacio normado, f un médulo no acotado y (x,), una sucesion
f —estadisticamente de Cauchy que tiene una subsucesion no—f—fina convergente
a x, entonces (x,), es f —estadisticamente convergente.
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Definicidn

Sea X un espacio de Banach y x = (x,), C X, se dice que
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Sea X un espacio de Banach y x = (x,), C X, se dice que

@ x € X es un punto limite de X si existe una subsucesion de x que es
convergente a x. El conjunto de todos los puntos limites de X se denota por

Ls.

M.C. Listan Convergencia estadistica FQM-257 23/31




Definicién
Sea X un espacio de Banach y x = (x,), C X, se dice que
@ x € X es un punto limite de X si existe una subsucesion de x que es
convergente a x. El conjunto de todos los puntos limites de x se denota por
L.
@ x € X es un punto limite estadistico de X si existe una sucesion no—fina de x

convergente a x. El conjunto de todos los puntos limite estadisticos de x se
denota por Nx.

M.C. Listan Convergencia estadistica FQM-257 23/31



Sea X un espacio de Banach y x = (x,), C X, se dice que

@ x € X es un punto limite de x si existe una subsucesion de X que es
convergente a x. El conjunto de todos los puntos limites de x se denota por
L.

@ x € X es un punto limite estadistico de X si existe una sucesion no—fina de x

convergente a x. El conjunto de todos los puntos limite estadisticos de x se
denota por Nx.

@ x € X es un punto limite f—estadistico de X si existe una subsucesion
no—f—fina de X que es convergente a x. El conjunto de todos los puntos
limites f —estadisticos de X se denota por A\L.

M.C. Listan Convergencia estadistica FQM-257 23/31



Sea X un espacio de Banach y x = (x,), C X, se dice que

@ x € X es un punto limite de x si existe una subsucesion de X que es
convergente a x. El conjunto de todos los puntos limites de x se denota por
L.

@ x € X es un punto limite estadistico de X si existe una sucesion no—fina de x

convergente a x. El conjunto de todos los puntos limite estadisticos de x se
denota por Nx.

@ x € X es un punto limite f—estadistico de X si existe una subsucesion
no—f—fina de X que es convergente a x. El conjunto de todos los puntos
limites f —estadisticos de X se denota por A\L.
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denota por Nx.

@ x € X es un punto limite f—estadistico de X si existe una subsucesion
no—f—fina de X que es convergente a x. El conjunto de todos los puntos
limites f —estadisticos de X se denota por A\L.

@ x € X es un punto de acumulacion estadistico de X si para cada € > 0 el
conjunto {n € N : ||x, — x|| < €} no tiene densidad cero. El conjunto de los
puntos de acumulacion estadisticos de X se denota por [ x.

@ x € X es un punto de acumulacion f—estadistico de X si para cada € > 0 el
conjunto {n € N : ||x, — x|| < €} no tiene f—densidad cero. El conjunto de
todos los puntos de acumulacién f—estadisticos de X se denota por I'L.
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Veamos la relacién entre estos conjuntos.
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Veamos la relacién entre estos conjuntos.

Teorema

Sea X una sucesion en un espacio de Banach X y f un médulo no acotado,
entonces tenemos
As C AL
N N
IEA e

I
'\

X1
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Veamos la relacién entre estos conjuntos.

Teorema

Sea X una sucesion en un espacio de Banach X y f un médulo no acotado,

entonces tenemos
A C AL

[y C It C I

Proposicién

Sea X = (xp), € X, entonces

Lz = U{F}: . f es un médulo no acotado}.
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Veamos la relacién entre estos conjuntos.

Teorema

Sea X una sucesion en un espacio de Banach X y f un médulo no acotado,

entonces tenemos
A C AL

[y C It C I

Proposicién

Sea X = (xp), € X, entonces

Lz = U{F}: . f es un médulo no acotado}.

Definicidn

Una sucesion X = (x,), C X es f—estadisticamente acotada si existe un conjunto
acotado B tal que de({n €N : x, ¢ B})=0.
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Teorema

Sea X = (xp), € ¥ = (yn), dos sucesiones en un espacio normado X tal que
df({n €N : x, # yn}) =0, entonces N, = A y TE =T7.
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Teorema

Sea X = (xp), € ¥ = (yn), dos sucesiones en un espacio normado X tal que
df({n €N : x, # yn}) =0, entonces N, = A y TE =T7.

Corolario

Sea X = (xn), € X una sucesion f—estadisticamente acotada, entonces el
conjunto 't es acotado.
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Teorema

Sea X = (xp), € ¥ = (yn), dos sucesiones en un espacio normado X tal que
df({n €N : x, # yn}) =0, entonces N, = A y TE =T7.

Corolario

Sea X = (xn), € X una sucesion f—estadisticamente acotada, entonces el
conjunto 't es acotado.

Teorema

Sea X un espacio normado y X = (x,), C X, entonces existe una sucesion
V=(yn), talque Ly =TL ydi({n €N : x, £ y,})=0
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Teorema

Sea X = (xp), € ¥ = (yn), dos sucesiones en un espacio normado X tal que
df({n €N : x, # yn}) =0, entonces N, = A y TE =T7.

Corolario

Sea X = (xn), € X una sucesion f—estadisticamente acotada, entonces el
conjunto 't es acotado.

Teorema

Sea X un espacio normado y X = (x,), C X, entonces existe una sucesion
V=(yn), talque Ly =TL ydi({n €N : x, £ y,})=0

Corolario

Sea X = (xp), € X una sucesion, entonces el conjunto I'% es cerrado.
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Hemos intentando hacer un resultado analogo al de Connor, Ganichev y Kadets.
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THEOREM 2. Let B be a separable Banach space. Then B has a separable
dual if and only if every bounded weakly statistically null sequence agrees with
a weakly null sequence on almost all indices.
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Hemos intentando hacer un resultado analogo al de Connor, Ganichev y Kadets.

THEOREM 2. Let B be a separable Banach space. Then B has a separable
dual if and only if every bounded weakly statistically null sequence agrees with
a weakly null sequence on almost all indices.

Definicidn

La sucesion (xp), € X es débil f—estadisticamente convergente a x si
f — stlim x*(x,) = x*(x) para cada x* € X*. Y escribiremos w — f — stlim x,, = x.
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THEOREM 2. Let B be a separable Banach space. Then B has a separable
dual if and only if every bounded weakly statistically null sequence agrees with
a weakly null sequence on almost all indices.

Definicidn

La sucesion (xp), € X es débil f—estadisticamente convergente a x si
f — stlim x*(x,) = x*(x) para cada x* € X*. Y escribiremos w — f — stlim x,, = x.

Sea f un médulo no acotado y (A;j); € P(N) una sucesion de f—densidad cero.
Entonces existe una sucesion de conjuntos (B;), C P(N) tales Bi C A; y Ai\Bi es
finita para cada i € N, ademas B = U;cnB; tiene f—densidad cero.
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Hemos intentando hacer un resultado analogo al de Connor, Ganichev y Kadets.

THEOREM 2. Let B be a separable Banach space. Then B has a separable
dual if and only if every bounded weakly statistically null sequence agrees with
a weakly null sequence on almost all indices.

Definicidn

La sucesion (xp), € X es débil f—estadisticamente convergente a x si
f — stlim x*(x,) = x*(x) para cada x* € X*. Y escribiremos w — f — stlim x,, = x.

Sea f un médulo no acotado y (A;j); € P(N) una sucesion de f—densidad cero.
Entonces existe una sucesion de conjuntos (B;), C P(N) tales Bi C A; y Ai\Bi es
finita para cada i € N, ademas B = U;cnB; tiene f—densidad cero.

Teorema

Sea X un espacio de Banach con dual separable y f un médulo no acotado. Si
(xn), € X es una sucesion acotada y w — f —estadisticamente convergente
entonces existe una sucesion w—convergente (y,), tal que el conjunto

{neN : x, # y,} tiene f—densidad cero.
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Sobre la convergencia f —estadistica de sucesiones de funciones

Sea X un espacio normado, f un médulo no acotado. Una sucesion de funciones
(gn),, es uniformemente f—estadisticamente convergente a g en un conjunto

S C X si para cada ¢ > 0,

dr({n € N : existe x € S tal que |g,(x) — g(x)| > €}) = 0. En este caso
escribimos f — stlim g,(x) = g(x) uniformemente en S.
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Sobre la convergencia f —estadistica de sucesiones de funciones

Sea X un espacio normado, f un médulo no acotado. Una sucesion de funciones
(gn),, es uniformemente f—estadisticamente convergente a g en un conjunto

S C X si para cada ¢ > 0,

dr({n € N : existe x € S tal que |g,(x) — g(x)| > €}) = 0. En este caso
escribimos f — stlim g,(x) = g(x) uniformemente en S.

4
Teorema

Sea X un espacio normado, f un médulo no acotado y (gn), una sucesion de
funciones definida en un conjunto S C X, entonces, f — stlim g,(x) = g(x)

uniformemente en S si y sélo si f — stlimsup |g,(x) — g(x)| = 0.
x€S
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Sobre la convergencia f —estadistica de sucesiones de funciones

Definicidn

Sea X un espacio normado, f un médulo no acotado. Una sucesion de funciones
(gn),, es uniformemente f—estadisticamente convergente a g en un conjunto

S C X si para cada ¢ > 0,

dr({n € N : existe x € S tal que |g,(x) — g(x)| > €}) = 0. En este caso
escribimos f — stlim g,(x) = g(x) uniformemente en S.

Teorema

| A\

Sea X un espacio normado, f un médulo no acotado y (gn), una sucesion de
funciones definida en un conjunto S C X, entonces, f — stlim g,(x) = g(x)

uniformemente en S si y sélo si f — stlimsup |g,(x) — g(x)| = 0.
x€

Teorema

| m
\

Sea X un espacio normado, (gn),, una sucesion de funciones definidas sobre el
conjunto S C X. Si (gn), es uniformemente f—estadisticamente convergente en S
para cada médulo no acotado f, entonces (g,), es uniformemente convergente en
S al mismo limite.

- L L - - — o
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Definicién
Sea X un espacio normado, f un médulo no acotado y (g,), una sucesion de

funciones en un conjunto S C X. (gn), es uniformemente f—estadisticamente de
Cauchy, si dado € > 0 existe N € N tal que

dr({n € N : existe x € S tal que |g,(x) — gn(x)| > ¢}) = 0.
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Definicién
Sea X un espacio normado, f un médulo no acotado y (g,), una sucesion de

funciones en un conjunto S C X. (gn), es uniformemente f—estadisticamente de
Cauchy, si dado € > 0 existe N € N tal que
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Teorema

Sea X un espacio normado, f un médulo no acotado y (g,), una sucesion de
funciones definida en un conjunto S C X. Entonces son equivalentes:
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Definicién
Sea X un espacio normado, f un médulo no acotado y (g,), una sucesion de

funciones en un conjunto S C X. (gn), es uniformemente f—estadisticamente de
Cauchy, si dado € > 0 existe N € N tal que

dr({n € N : existe x € S tal que |g,(x) — gn(x)| > ¢}) = 0.

Teorema

Sea X un espacio normado, f un médulo no acotado y (g,), una sucesion de
funciones definida en un conjunto S C X. Entonces son equivalentes:

@ (gn), es uniformemente f—estadisticamente convergente en S.
@ (gn), es uniformemente f—estadisticamente de Cauchy en S.

@ Existe una sucesion de funciones (hy), uniformemente convergente y tal que
el conjunto {n € N : existe x € S tal que gn(x) # hn(x)} tiene f—densidad
cero.
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4. Resultados recientes derivados de la convergencia

f —estadistica.

Trabajos derivados de la convergencia f—estadistica:
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@ Giirdal, M.; Ozgiir, M. O. “A generalized statistical convergence via moduli” .
Electron. J. Math. Anal. Appl. 3 (2015), no. 2, 173-178.
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