
INTRODUCCIÓN
GEOMETRÍA Y RENORMAMIENTOS

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS ADICIONALES

CONJETURAS Y CONTRAEJEMPLOS
ALGUNAS NOCIONES GEOMÉTRICAS
ESTABILIDAD DE LA FPP

DEFINICIÓN

Sea X espacio de Banach.

Se dice que X es uniformemente
convexo si para cada " > 0 existe � > 0 tal que si x , y 2 BX cumplen
kx � yk � " entonces

�� x+y
2

��  1 � �.

DEFINICIONES

Sea X espacio de Banach. Un conjunto C ✓ X es diametral si
cumple

diam(C) = sup

y2C
kx � yk para cada y 2 C

y se dice que X tiene
estructura normal si todo convexo, cerrado y acotado que sea
diametral debe ser unitario.
estructura w-normal si todo convexo, w-compacto que sea
diametral debe ser unitario.

Veamos un ejemplo sencillo (y no trivial) de lo anterior.
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Sea X espacio de Banach. Se dice que X es uniformemente
convexo si para cada " > 0 existe � > 0 tal que si x , y 2 BX cumplen
kx � yk � " entonces

�� x+y
2

��  1 � �.

DEFINICIONES

Sea X espacio de Banach. Un conjunto C ✓ X es diametral si
cumple

diam(C) = sup

y2C
kx � yk para cada y 2 C

y se dice que X tiene

estructura normal si todo convexo, cerrado y acotado que sea
diametral debe ser unitario.
estructura w-normal si todo convexo, w-compacto que sea
diametral debe ser unitario.

Veamos un ejemplo sencillo (y no trivial) de lo anterior.

F. RAMBLA PUNTO FIJO



INTRODUCCIÓN
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Sea X espacio de Banach. Se dice que X es uniformemente
convexo si para cada " > 0 existe � > 0 tal que si x , y 2 BX cumplen
kx � yk � " entonces

�� x+y
2

��  1 � �.

DEFINICIONES

Sea X espacio de Banach. Un conjunto C ✓ X es diametral si
cumple

diam(C) = sup

y2C
kx � yk para cada y 2 C

y se dice que X tiene
estructura normal si todo convexo, cerrado y acotado que sea
diametral debe ser unitario.
estructura w-normal si todo convexo, w-compacto que sea
diametral debe ser unitario.

Veamos un ejemplo sencillo (y no trivial) de lo anterior.

F. RAMBLA PUNTO FIJO



INTRODUCCIÓN
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EJEMPLO

Sea X = c0 y consideremos C = {x 2 BX : xn � 0 para cada n 2 N}.

Se tiene
C es convexo, cerrado y acotado.
diam(C) = 1.
Para cada x 2 C, sup{kx � yk : y 2 C} = 1.

En particular, c0 carece de estructura normal.

Para los resultados de estabilidad que siguen, recordemos que los
espacios `p con p 2 (1,+1) son todos uniformemente convexos.
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ESTABILIDAD DE LA FPP

EJEMPLO

Sea X = c0 y consideremos C = {x 2 BX : xn � 0 para cada n 2 N}.
Se tiene

C es convexo, cerrado y acotado.
diam(C) = 1.

Para cada x 2 C, sup{kx � yk : y 2 C} = 1.
En particular, c0 carece de estructura normal.

Para los resultados de estabilidad que siguen, recordemos que los
espacios `p con p 2 (1,+1) son todos uniformemente convexos.

F. RAMBLA PUNTO FIJO



INTRODUCCIÓN
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Si un espacio de Banach es isomorfo a un espacio clásico,
¿podemos afirmar que tiene la FPP?

TEOREMA (DOMÍNGUEZ-BENAVIDES, 1996)
Sea X un espacio de Banach isomorfo a `p para algún p 2 (1,+1).
Si

d(X , `p) <
⇣

1 + 2
1

p�1

⌘ p�1
p

entonces X tiene la FPP.

COROLARIO (DOMÍNGUEZ-BENAVIDES, 1996)
Sea X un espacio de Banach isomorfo a `2. Si

d(X , `2) <
p

3 ⇠
=

1.732

entonces X tiene la FPP.
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TEOREMA (DOMÍNGUEZ-BENAVIDES, 1996)
Sea X un espacio de Banach isomorfo a `p para algún p 2 (1,+1).
Si

d(X , `p) <
⇣

1 + 2
1

p�1

⌘ p�1
p

entonces X tiene la FPP.

COROLARIO (DOMÍNGUEZ-BENAVIDES, 1996)
Sea X un espacio de Banach isomorfo a `2. Si

d(X , `2) <
p

3 ⇠
=

1.732

entonces X tiene la FPP.

F. RAMBLA PUNTO FIJO



INTRODUCCIÓN
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El siguiente cuadro resume, en orden cronológico, algunos de los
resultados en torno a la estabilidad en `2:

p
2 ⇠

=

1.414 Garcı́a Falset (1994)

p
3 ⇠

=

1.732 Domı́nguez Benavides (1996)
p

2 +

p
2 ⇠

=

1.847 Jiménez Melado y Llorens Fuster (2000)
q

5+
p

13
2

⇠
=

2.074 Lin (1999)
q

5+
p

17
2

⇠
=

2.135 Mazcuñán (2006)
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resultados en torno a la estabilidad en `2:
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DEFINICIÓN

Sea X un espacio normado complejo. Se dice que X es un JB⇤-triple
si existe una aplicación continua {·, ·, ·}, llamada triple producto en X ,
que va de X 3 en X y satisface:

Es bilineal y simétrica con respecto a la primera y tercera
componentes, y conjugado lineal en la segunda componente.
k{x , x , x}k = kxk3.
Si para cada x , y 2 X definimos Lx,y : X ! X por
Lx,y (z) = {x , y , z} entonces se tiene, si además a, b, c 2 X ,

Lx,y ({a, b, c}) = {Lx,y (a), b, c}� {a, Ly,x(b), c}+ {a, b, Lx,y (c)}

keirLx,xk = 1 para cada r 2 R y x 2 X .
El espectro de Lx,x está contenido en [0,+1) para cada x 2 R.

Los ejemplos más usuales de JB⇤-triples son los espacios C(K ,C) y
los espacios de Hilbert.
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TEOREMA (BECERRA-GUERRERO – R)
Sea X un espacio de Banach. Si X o X ⇤ es un JB⇤-triple, entonces
equivalen:

1 X es reflexivo.
2 X tiene estructura normal.
3 X tiene la FPP.
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DEMOSTRACIÓN (ESBOZO)

Si X es un JB⇤-triple no reflexivo entonces tiene copia isométrica
de c0, el cual carece de la FPP y de estructura normal.
Análogamente para X ⇤ y `1.
Si X es un JB⇤-triple reflexivo entonces puede descomponerse
como producto, para la norma del supremo, de un conjunto finito
de espacios de Banach que son de alguno de estos tipos:

De dimensión finita.
De la forma L(H,K ), con H y K Hilbert, siendo el primero de
dimensión infinita y el segundo de dimensión finita.
H �1 K , con H y K como en el punto anterior.

Se prueba que cada uno de los espacios anteriores tiene
estructura normal, y de esto se deduce que el propio X debe
tenerla. Análogamente para X ⇤ un JB⇤-triple reflexivo,
considerándose entonces un producto para la norma k k1.
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DEMOSTRACIÓN (ESBOZO)
Si X es un JB⇤-triple no reflexivo entonces tiene copia isométrica
de c0, el cual carece de la FPP y de estructura normal.
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Análogamente para X ⇤ un JB⇤-triple reflexivo,
considerándose entonces un producto para la norma k k1.

F. RAMBLA PUNTO FIJO



INTRODUCCIÓN
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DEMOSTRACIÓN (ESBOZO)
Si X es un JB⇤-triple no reflexivo entonces tiene copia isométrica
de c0, el cual carece de la FPP y de estructura normal.
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