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Si X es un espacio vectorial y f : X ! X es una aplicación, una
forma de abordar la ecuación

f (x) = 0

es la siguiente: Definimos g(x) = x + f (x) y con esto el problema
anterior equivale a buscar los puntos fijos de

g(x) = x .

Idealmente, querrı́amos:

Demostrar la existencia de punto fijo para g.
Dar con un procedimiento para aproximarnos a dicho punto.
Estimar el error cometido en cada paso de la iteración.

En esta exposición nos limitaremos al primer punto, salvo en
contadas ocasiones.
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GEOMETRÍA Y RENORMAMIENTOS

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS ADICIONALES

RESOLVIENDO ECUACIONES
PRIMEROS RESULTADOS
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Si X es un espacio vectorial y f : X ! X es una aplicación, una
forma de abordar la ecuación

f (x) = 0

es la siguiente: Definimos g(x) = x + f (x) y con esto el problema
anterior equivale a buscar los puntos fijos de

g(x) = x .

Idealmente, querrı́amos:

Demostrar la existencia de punto fijo para g.
Dar con un procedimiento para aproximarnos a dicho punto.
Estimar el error cometido en cada paso de la iteración.

En esta exposición nos limitaremos al primer punto, salvo en
contadas ocasiones.

F. RAMBLA PUNTO FIJO



INTRODUCCIÓN
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Si X y g tienen “buenas propiedades” entonces podemos conseguir
lo anterior, total o parcialmente:

TEOREMA (BANACH, 1922)
Sean X espacio métrico completo y g : X ! X una aplicación
k-lipschitziana con k < 1. Entonces g tiene un único punto fijo
u 2 X. Además, para cada x0 2 X la siguiente sucesión, definida
recursivamente, converge a un punto fijo de g:

xn+1 = g(xn)

y el error cometido puede medirse como sigue:

d(xn, u) 
kn

1 � k
d(x1, x0) para cada n 2 N

TEOREMA (BROUWER, 1912)
Sean n 2 N y BX = {x 2 Rn

: kxk2  1}. Si f : BX ! BX es continua
entonces tiene un punto fijo.

F. RAMBLA PUNTO FIJO
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GEOMETRÍA Y RENORMAMIENTOS

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS ADICIONALES

RESOLVIENDO ECUACIONES
PRIMEROS RESULTADOS
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Si X y g tienen “buenas propiedades” entonces podemos conseguir
lo anterior, total o parcialmente:

TEOREMA (BANACH, 1922)
Sean X espacio métrico completo y g : X ! X una aplicación
k-lipschitziana con k < 1. Entonces g tiene un único punto fijo
u 2 X. Además, para cada x0 2 X la siguiente sucesión, definida
recursivamente, converge a un punto fijo de g:

xn+1 = g(xn)

y el error cometido puede medirse como sigue:

d(xn, u) 
kn

1 � k
d(x1, x0) para cada n 2 N

TEOREMA (BROUWER, 1912)
Sean n 2 N y BX = {x 2 Rn

: kxk2  1}. Si f : BX ! BX es continua
entonces tiene un punto fijo.

F. RAMBLA PUNTO FIJO



INTRODUCCIÓN
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GEOMETRÍA Y RENORMAMIENTOS

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS ADICIONALES

RESOLVIENDO ECUACIONES
PRIMEROS RESULTADOS
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Si X y g tienen “buenas propiedades” entonces podemos conseguir
lo anterior, total o parcialmente:

TEOREMA (BANACH, 1922)
Sean X espacio métrico completo y g : X ! X una aplicación
k-lipschitziana con k < 1. Entonces g tiene un único punto fijo
u 2 X. Además, para cada x0 2 X la siguiente sucesión, definida
recursivamente, converge a un punto fijo de g:

xn+1 = g(xn)

y el error cometido puede medirse como sigue:

d(xn, u) 
kn

1 � k
d(x1, x0) para cada n 2 N

TEOREMA (BROUWER, 1912)
Sean n 2 N y BX = {x 2 Rn

: kxk2  1}.

Si f : BX ! BX es continua
entonces tiene un punto fijo.

F. RAMBLA PUNTO FIJO



INTRODUCCIÓN
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Una importante generalización es:

TEOREMA (SCHAUDER, 1930)
Sean X un espacio de Banach y K ✓ X convexo, compacto y no
vacı́o. Si T : K ! K es continua entonces tiene un punto fijo.

Si eliminamos el requisito de compacidad, entonces la conclusión
puede dejar de ser cierta.

EJEMPLO (KAKUTANI, 1943)
Sea X uno de los espacios c0, `p con p 2 [1,1). Definimos
T : X ! X por

T (x1, x2, . . . ) = (1 � kxk, x1, x2, . . . ).

Entonces se tiene:
T (BX ) ✓ BX .
T es continua y no tiene punto fijo en BX .
(Sin embargo,) infx2BX kx � Txk = 0

F. RAMBLA PUNTO FIJO
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puede dejar de ser cierta.

EJEMPLO (KAKUTANI, 1943)
Sea X uno de los espacios c0, `p con p 2 [1,1). Definimos
T : X ! X por

T (x1, x2, . . . ) = (1 � kxk, x1, x2, . . . ).

Entonces se tiene:

T (BX ) ✓ BX .
T es continua y no tiene punto fijo en BX .
(Sin embargo,) infx2BX kx � Txk = 0

F. RAMBLA PUNTO FIJO
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El “sin embargo” anterior se puede suprimir de forma drástica.

EJEMPLO (AYERBE-DOMÍNGUEZ-LÓPEZ, 1997)
En c0 definimos T : X ! X por

T (x1, x2, . . . ) = (1,min{1, 7|x1|},min{1, 7|x2|}, . . . ).

Entonces se tiene:
T (BX ) ✓ BX .
T es continua y no tiene punto fijo en BX .
infx2BX kx � Txk � 1 � 1

7

Como cabe imaginar una vez vista la demostración, el número 7
puede cambiarse por cualquier real ↵ > 1 y el ejemplo seguirá
siendo igualmente válido.

F. RAMBLA PUNTO FIJO
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EJEMPLO (AYERBE-DOMÍNGUEZ-LÓPEZ, 1997)
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siendo igualmente válido.

F. RAMBLA PUNTO FIJO



INTRODUCCIÓN
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En teorı́a de punto fijo son habituales las nociones siguientes:

DEFINICIONES

Sean X un espacio normado y T : X ! X .
Si T es 1-lipschitziana, es decir, satisface kTx � Tyk  kx � yk
para cada x , y 2 X entonces se dice que es no expansiva.
Si T satisface kTx � Tyk < kx � yk para cada x , y 2 X distintos
entonces se dice que es contractiva.

El primer concepto ha sido estudiado mucho más que el segundo.

OBSERVACIÓN

Una aplicación contractiva es claramente no expansiva,
pero puede ocurrir que no sea k -lipschitziana para
ningún k < 1.
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En lo que sigue nos centramos en situaciones más generales (y para
las cuales los resultados no son aún satisfactorios), a saber:

1 X es un espacio de Banach.
2 C ✓ X es convexo, cerrado y acotado.
3 T : C ! C es una aplicación no expansiva.

Observemos que:
Si se mejora 2 a que C sea convexo compacto entonces es
aplicable el teorema de Schauder.
Si se mejora 3 a que T sea k -lipschitziana para algún k < 1
entonces es aplicable el teorema de Banach.
Cabe preguntarse, ¿y si se mejora 1 ?

OBSERVACIÓN

En toda la exposición, debe tenerse en cuenta que T
puede ser no lineal.
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GEOMETRÍA Y RENORMAMIENTOS

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS ADICIONALES

RESOLVIENDO ECUACIONES
PRIMEROS RESULTADOS
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

En lo que sigue nos centramos en situaciones más generales (y para
las cuales los resultados no son aún satisfactorios), a saber:

1 X es un espacio de Banach.
2 C ✓ X es convexo, cerrado y acotado.
3 T : C ! C es una aplicación no expansiva.

Observemos que:
Si se mejora 2 a que C sea convexo compacto entonces es
aplicable el teorema de Schauder.

Si se mejora 3 a que T sea k -lipschitziana para algún k < 1
entonces es aplicable el teorema de Banach.
Cabe preguntarse, ¿y si se mejora 1 ?

OBSERVACIÓN
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En toda la exposición, debe tenerse en cuenta que T
puede ser no lineal.

F. RAMBLA PUNTO FIJO



INTRODUCCIÓN
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Algo sorprendente para la época fue que la respuesta dependiera de
propiedades geométricas del espacio.

En el transcurso de un sólo
año se publicaron cuatro artı́culos que lo ponı́an de manifiesto.
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GEOMETRÍA Y RENORMAMIENTOS

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS ADICIONALES

CONJETURAS Y CONTRAEJEMPLOS
ALGUNAS NOCIONES GEOMÉTRICAS
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reflexivos. Por ejemplo, en c0 (y cualquier espacio que lo contenga
isométricamente) puede utilizarse el ejemplo de Kakutani ya visto.
Aunque no se conozca una fecha exacta, la primera de las

conjeturas que presentaremos probablemente “se respiraba en el
ambiente” desde ese mismo año.
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conjeturas que presentaremos probablemente “se respiraba en el
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Antes necesitaremos dos conceptos más; el primero de ellos

recoge la tesis de los resultados anteriores.
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